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Problémes d’Extremum.

Exercice 1 (Diagonalisation des endomorphismes symétriques via les Extremas liés)

Soit (E, <,>) un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique de E. On pose f(z) =<
u(x), x >.

1) Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle.

2) Soit S = {x € E; ||z|]| = 1}. Montrer qu'un maximum e; de f sur S vérifie df (e;) = Adg(e;)
ol A est un scalaire et g(x) =< z,x > —1.

3) En déduire Pexistence d’un vecteur propre e; pour u tel que < e; > est stable par u.

4) Conclure.

Exercice 2 (Projection orthogonale)

+oo
On cherche a calculer le minimum de la fonction f(x,y, z) = / e (P 4 ot + oyt + 2)* dt.
0
+00
On définit le produit scalaire < P, Q) >= / e 'P(t)Q(t) dt sur E = R[X].
0

1) Montrer que le minimum est atteint en un unique point (a, b, ¢) tel que Py(X) = a X?+b X +c

vérifie || Py + X3 = ( in)f 2 f(x,y, z) et que ce point est le projeté orthogonal de —X? sur Ry[X].
x,Y,z2)€E

2) Calculer le projeté orthogonal (on rappelle que [;" e~'t" dt = n!) et conclure.

Exercice 3 (Principe du maximum faible)

n 82
Soit  un ouvert de R™ et Uopérateur différentiel définit sur Q par Lu(z) = > a;;(x) NG u(x)+
ij=1 w;Ux;

n
0
> bl(x)a—u(a:) ot A = (a;;);; est une matrice symétrique positive telle que oo = Helsf) ai(x) > 0.
T

i=1 z;
1) Soit B une matrice symétrique positive. Montrer que Tr(AB) > 0.

2) Soit u € C(Q) telle que Lu > 0 sur Q. Montrer que si 7y est un maximum pour u sur §)
alors ce maximum est sur J€2. (Raisonner par I’absurde.)

3) Soit u € C(Q) telle que Lu > 0 sur . Montrer que supu(z) = sup u(z). (Utiliser la
meﬁ €0

fonction v(z) = u(x) + pe™.)

Exercice 4 (Calcul d’Extremums)

1) Etudier les extremums locaux de f(z,y) = e®*™¥ sur R? puis sur [0, 1]2,

2) Etudier les extremums locaux de f(z,y) = ze¥ + ye® sur R?.

3) Etudier les extremums locaux de f(z,y) = z? + y? + cos(2? + y?) sur | — 1/2,1/2%

4) Etudier les extremums locaux de f(z,y) = m sur |0, +o0[2.

5) (Dimension infinie !) Etudier les extremums locaux de f((z,),) = Jio cos(n) sur ’ensemble
n=0

des suites réelles de limite nulle muni de la norme infini.

Exercice 5 (Application en géométrie des extremas liés)

On note S le cercle unité dans R2. On utilise la distance euclidienne. Le but de 'exercice est
de trouver pour quels points A, B, C' du cercle le périmetre du triangle ABC' est maximal.



Pour cela, on fixe A et on note f(B,C) = d(A,B) +d(B,C) + d(C,A). On définit aussi A =
{(uw,u); w e R?} et U = ((R?\ {A}) x (R \ {A})) \ A,

1) Montrer I'existence d’une solution pour le probleme.

iB , CB _, 0B
l

2) En appliquant les extremas liés, montrer qu'il existe (A, i) tels que +
\AB|  |CB| OB

o AC _ CB iy oC
IAC)  |CBI "10C)

3) Conclure a la nature de ABC.




