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Corrigé succint du TD: Théorémes de point fixe

Exercice 2: (a) Posons G = {g1,...,9p}, avec p > 1. Soit g € K et soit

T = %Zle g;-xo. L’ensemble K est convexe, donc x € K. On obtient alors
immédiatement que g.x = x pour tout g € G.
(b) Clairement, || - || > 0, ||z|| = 0 < z = 0, ||Az|| = |A| - ||z|| pour z € E et

A € R. Soient z,y € E et soit g € G. On a

lg-(z+y)ll2 = llg-x+gyllz < lgzll2 + llg-yll2 < llzl + [lyll-

En prenant le sup sur tous les g € G, on trouve |z+y|| < ||z||+]|y||. Du coup, ||-|| est
une norme. Soit x € F et soit go € G. On a||g.z| = sup{||(g990).z||2/ g € G} = ||z|,
et les éléments de G sont des isométries pour cette norme. (c) Soit ¢ € E. Pour

N € N*, on pose zn = % Zﬁio #%(zg). Comme K est convexe, zy € K pour tout

N >1letonad¢(zy)=zny+ W Comme K est compat, on extrait une
sous-suite x s qui converge vers z € K. Sachant que ¢ est a valeurs dans K borné,
on trouve, a la limite, que ¢(x) = z. Donc ¢ a un point fixe dans K.

(d) On a un recouvrement ouvert K = [J§, dont on extrait un recouvrement
fini K = J!_, Qg,. On pose ¢ € L.(E) telle que ¢(x) = % P gixpour x € E.
Comme ¢(K) C K, il suit de (c¢) qu’il existe z € K tel que ¢(x) = z. Comme les

éléments de g sont des isométries pour || - ||, on a
1 1
Iz = 11= > giall < = > llgaz] < |l
P P
Ecrivons z = P yiavecy; = %gi.x. Soit g € G tel que ||z|| = ||g.z||2- On a donc

p p p
D lgwillz <Y lyill = =l = llg-zll2 < > llg-vil2
i=1 i=1 i=1

On a donc égalité dans I'inégalité triangulaire euclidienne, du coup, pour tout i, il
existe A; > 0 tel que g.y; = A;g.z. En passant & la norme || - ||, on obtient A; = 1/p
pour totu %, et du coup g;.x = = pour tout ¢. Du coup = & £y, pour tout 7, ce qui
est contradictoire avec ’hypothése de récurrence. Ceci prouve le résultat demandé.

Exercice 3: Soit la forme quadratique go(z) :== > ., 7. On prend

E = {formes quadratiques sur R"} et K = Conv {gp0g/g € G}. Le groupe G se
plonge dans GI(E) par g — (¢ — qog). On applique alors le théoreme de I'exercice
2 pour obtenie g € K telle que g o g = ¢ pour tout g € G, cad G C O(q).

Exercice 4: (a) Soit 6y € R tel que v(0) = e?%. Soit ¢ :]0y —, O +7[— S'\ {e?}
telle que ¢(0) = €% pour 0 €]0y —m, 0 +7[. On a ¢ homéomorphisme (fait en TD).
Soit € > 0 tel que y(t) € S2\ {e?} pour t € [0,¢]: on pose alors p(t) = ¢~ (v(t))
pour ¢ € [0,¢]. La fonction ¢ est alors continue sur son domaine de définition. On
pose alors

to = sup{t € [0,1]/ ¢ se prolonge & [0,] et v = e sur [0,#]}.
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Clairement, on peut alors définir ¢ € C([0,%o]) telle que ~(t) = €*®) pour t €
[0,20[. Soit 6; € R tel que (o) = €*. De méme que précédement, il existe
¢ >0, il existe o' € COty — €, to + €'[N[0,1]) telle que y(t) = ' ® pour tout
t €]to — €, to + €[N[0,1]. On en déduit que e*®) = ¢ (") pour tout ¢ €]ty — €, to|,
et du coup, ¢(t) — ¢'(t) € 2aZ pour tout t €]ty — €, tg[. Par connexité, il existe
alors ng € Z tel que ¢(t) = ¢'(t) + 2mng pour tout ¢ €]ty — €/,tp[. On prolonge
alors ¢ par ¢'(t) + 2mng sur [to,to + €[N[0, 1]. Il suit alors que top = 1 et que @ se
prolonge continuement & [0, 1] entier.

(b) Si une fonction ¢’ convient aussi, alors on a ¢(t) — ¢'(t) € 27Z pour tout
t € [0, 1], avec ¢ — ¢’ continue. Par connexité, il existe ng € Z tel que (t) — ¢’ (t) =
27ng pour tout ¢ € [0, 1], et le calcul de 'indice ne dépend pas du choix de ¢ ou ¢'.

(c) Montrons que I’application Ind est continue de C°([0,1],S!) dans R. Soit
€ €]0,1[ et soient 7,7 € C°([0,1],S!) telles que ||y — 7|l < €. Soient ¢, ¢’ les
relevements correspondant & v et 4’. On a donc

eile—¢") _ 1‘ < €.
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Du coup,

o) —¢'(t) € U ]27n — 2 arcsin(e/2), 2mn + 2 arcsin(e/2)[
nez
et par connexité, il existe ng € Z tel que |p(t) — ¢'(t) — 2mng| < 2 arcsin(e/2) pour
tout ¢ € [0,1]. Du coup,

2
[Ind, — Ind,/| < — arcsin(e/2).
T

Ceci prouve la continuité de l'indice.
Soit maintenant I’application ¢(s) = Indys,.) pour s € [0, 1]. Dapres ce qui précede,
1 est continue sur [0, 1]. Or, les lacets étant fermés, I'indice est & valeur dans Z. Par
connexité, 1) est constante et 1¥(0) = (1), donc les deux lacets ont méme indice.
(e) La méthode standard consiste a tracer la demi-droite (x, f(z)) et & trouver
ses deux points d’intersection avec le cercle S'. Ceci revient & résoudre une équation
du second degré (donc choix entre deux signes) et on prend le signe qui fait que
l'on fixera le bord. On trouve

(z,2 — f(2)) = (@, f(2) —2)* + (1 = [2]*)[f(z) — 2]
f(z) — =f?

(f(x) — )

9(x) =+

pour z € B(0,1).

(f) Comme svo(t) + (1 — s)v1(t) € B(0,1) pour s,t € [0,1], on pose h(s,t) =
g(s70(t) + (1 — s)y1(¢¥)) pour s,t € [0,1]. La fonction h étant continue, les lacets
g oo = et goy =y sont homotopes, ils ont donc méme indice. Or Ind,, =0
et Ind,, = 1: une contradiction. Du coup, f possede un point fixe.



