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Méthodes a un pas pour les E.D.O.

On considere une équation différentielle ordinaire

(E)  y(t) = f(ty()),
ou, pour simplifier, on prendra y scalaire et f définie sur [0,T] x R, suffisamment réguliere. On
subdivise l'intervalle [0,T] avec N + 1 points équirépartis 0 =ty < t; =h <ty =2h < ... <ty =
Nh =T. On envisage des méthodes a un pas, .e. s’écrivant sous la forme

(%) Ynt1 = Yn + h®(tn, yn, h), 0<n<N\,

ou y, est la valeur approchée de y(t,) et yo est donné. La fonction ® : [0,7] x R x [0,0] — R est
supposée continue (ici, 6 > 0). On notera z : [0,7] — R la solution exacte de (E) et on définit e,
I’erreur de consistance pour z, par

en = 2(thi1) — 2(tn) — h®(t,, 2(t,), h), 0<n<N.

NOTION DE CONSISTANCE ET D’ORDRE.

Définition : La méthode (x) est consistante si, pour toute solution exacte z de (F), on a
Z len] — 0 si h+ |yo — 2(0)] — 0.
0<n<N

Définition : Soit p > 0. La méthode (x) est d’ordre ( au moins ) p si, pour toute solution exacte
z de (F), il existe C telle que 'on ait

len| < ChPH! 0<n< N.
Vérifier qu’alors
Z len] < CThY — 0 si N — +o0.

0<n<N

Ex. 1 : Condition nécessaire et suffisante de consistance.
1) Soit z une solution de (E). Vérifier que

S el =0 30 |5 (2ttw) — 2(0)) — Bt 2(0). 1)

0<n<N 0<n<N

:hz

0<n<N

2 (tn) = Bt 2(ta),0)| + ono(1).
En déduire que » o,y [€n] — 0 lorsque i — 0 si et seulement si

/O | f(t, 2(t) — D(t, 2(t),0)| dt = 0.

2) Démontrer que () est consistante si et seulement si
O(t,y,0) = f(t,y) pour 0<t<T, yeR.



NOTION DE STABILITE.

Définition : La méthode (x) est stable s’il existe une constante de stabilité S telle que pour tout
N € N et toutes suites (y,)o<n<n €t (Un)o<n<n Vérifiant () et (%) perturbée
Yn+1 = Yn + hq)(tm Yns h), Un+1 = Yn + hq)(tm Un, h) + &n, 0<n<N

on ait

max [y — Gl < Sl — ol + D leal).

0<n<N
0<n<N

Ex. 2: Lemme de Gronwall discret. On suppose que les suites (finies) (£,,)o<n<n €t (6n)o<n<n
vérifient 0,, > 0 et 0,1 < (1 + Ah)0,, + |e,|, 0 < n < N. Montrer par récurrence que

0, < Gpetn + g eA(t”’ti“)\giL
0<i<n

En déduire que
< AT( 4 >
Oglaug>§V9n <e 6y + Z |&i]

0<i<n

Ex. 3 : Condition suffisante de stabilité. On suppose la fonction ® lipschitzienne en y, i.e.
il existe A € RT telle que pour 0 <t <T,0<h<dety, z€R, on ait

D(t, . h) = D(t, 2, )| < Aly - 2.

Montrer qu’alors la méthode est stable et que I'on peut prendre S = /7.

METHODES CONVERGENTES - EXEMPLES.

Ex. 4 : Stabilité et consistance entraine convergence. On suppose la méthode () stable
et consistante (d’ordre p). Montrer que

max |z(t,) —ya| — 0 si h+|yo—2(0)] — 0.

0<n<N
Méthode d’Euler (explicite) Ynt1 = Yn + Bf (tn; yn)
Méthode du point milieu Ynt1 = Yn +If (tn + %, Yn + %f(tm yn))

M¢éthode de Runge-Kutta classique "RK/”. On définit 7, = t,, + %, et

Pn1 = f(tna yn)a Yn2 = Yn + ﬁpn,h

anZf(TnaynQ)a ynSZyn+§pn27 h( >
’ ’ ’ ’ n =Y+ c{DPn1+ 2 n,2 1 2 n,3 1T Pna -

Pn3 = f(Tn7yn,3)a Yna = Yn + hpn,37 Ynt1 Y 6 Pn P2 Pn,3 T Dn.g

Pna = f(tn+17 yn,4)>
Pour les deux premieres méthodes, calculer 'ordre et vérifier la condition suffisante de sta-
bilité. (Plus long : méme chose pour RK4). Etudier aussi la méthode d’Euler implicite :
Ynt1 = Yn + hf(tni1, Yns1) (P est Uinverse d'une fonction).
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