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Méthodes à un pas pour les E.D.O.

On considère une équation différentielle ordinaire

(E) y′(t) = f(t, y(t)),

où, pour simplifier, on prendra y scalaire et f définie sur [0, T ] × R, suffisamment régulière. On
subdivise l’intervalle [0, T ] avec N + 1 points équirépartis 0 = t0 < t1 = h < t2 = 2h < ... < tN =
Nh = T . On envisage des méthodes à un pas, i.e. s’écrivant sous la forme

(∗) yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h), 0 ≤ n < N,

où yn est la valeur approchée de y(tn) et y0 est donné. La fonction Φ : [0, T ]× R× [0, δ] → R est
supposée continue (ici, δ > 0). On notera z : [0, T ] → R la solution exacte de (E) et on définit en,
l’erreur de consistance pour z, par

en ≡ z(tn+1)− z(tn)− hΦ(tn, z(tn), h), 0 ≤ n < N.

Notion de consistance et d’ordre.

Définition : La méthode (∗) est consistante si, pour toute solution exacte z de (E), on a∑
0≤n<N

|en| → 0 si h + |y0 − z(0)| → 0.

Définition : Soit p ≥ 0. La méthode (∗) est d’ordre ( au moins ) p si, pour toute solution exacte
z de (E), il existe C telle que l’on ait

|en| ≤ Chp+1 0 ≤ n < N.

Vérifier qu’alors ∑
0≤n<N

|en| ≤ CThp → 0 si N → +∞.

Ex. 1 : Condition nécessaire et suffisante de consistance.
1) Soit z une solution de (E). Vérifier que

∑
0≤n<N

|en| = h
∑

0≤n<N

∣∣∣1
h

(
z(tn+1)− z(tn)

)
− Φ(tn, z(tn), h)

∣∣∣

= h
∑

0≤n<N

∣∣∣z′(tn)− Φ(tn, z(tn), 0)
∣∣∣ + oh→0(1).

En déduire que
∑

0≤n<N |en| → 0 lorsque h → 0 si et seulement si
∫ T

0

∣∣f(t, z(t))− Φ(t, z(t), 0)
∣∣ dt = 0.

2) Démontrer que (∗) est consistante si et seulement si

Φ(t, y, 0) = f(t, y) pour 0 ≤ t ≤ T, y ∈ R.



Notion de stabilité.

Définition : La méthode (∗) est stable s’il existe une constante de stabilité S telle que pour tout
N ∈ N et toutes suites (yn)0≤n≤N et (ỹn)0≤n≤N vérifiant (∗) et (∗) perturbée

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h), ỹn+1 = ỹn + hΦ(tn, ỹn, h) + εn, 0 ≤ n < N

on ait
max

0≤n≤N
|yn − ỹn| ≤ S

(
|y0 − ỹ0|+

∑
0≤n<N

|εn|
)
.

Ex. 2 : Lemme de Gronwall discret. On suppose que les suites (finies) (εn)0≤n≤N et (θn)0≤n≤N

vérifient θn ≥ 0 et θn+1 ≤ (1 + Λh)θn + |εn|, 0 ≤ n < N . Montrer par récurrence que

θn ≤ θ0e
Λtn +

∑
0≤i<n

eΛ(tn−ti+1)|εi|.

En déduire que

max
0≤n≤N

θn ≤ eΛT
(
θ0 +

∑
0≤i<n

|εi|
)
.

Ex. 3 : Condition suffisante de stabilité. On suppose la fonction Φ lipschitzienne en y, i.e.
il existe Λ ∈ R+ telle que pour 0 ≤ t ≤ T , 0 ≤ h ≤ δ et y, z ∈ R, on ait∣∣∣Φ(t, y, h)− Φ(t, z, h)

∣∣∣ ≤ Λ|y − z|.
Montrer qu’alors la méthode est stable et que l’on peut prendre S = eΛT .

Méthodes convergentes - Exemples.

Ex. 4 : Stabilité et consistance entrâıne convergence. On suppose la méthode (∗) stable
et consistante (d’ordre p). Montrer que

max
0≤n≤N

|z(tn)− yn| → 0 si h + |y0 − z(0)| → 0.

Méthode d’Euler (explicite) yn+1 = yn + hf(tn, yn)

Méthode du point milieu yn+1 = yn + hf
(
tn + h

2
, yn + h

2
f(tn, yn)

)
.

Méthode de Runge-Kutta classique ”RK4”. On définit τn = tn + h
2
, et

pn,1 = f(tn, yn), yn,2 = yn + h
2
pn,1,

pn,2 = f(τn, yn,2), yn,3 = yn + h
2
pn,2,

pn,3 = f(τn, yn,3), yn,4 = yn + hpn,3,
pn,4 = f(tn+1, yn,4),

yn+1 = yn + h
6

(
pn,1 + 2pn,2 + 2pn,3 + pn,4

)
.

Pour les deux premières méthodes, calculer l’ordre et vérifier la condition suffisante de sta-
bilité. (Plus long : même chose pour RK4). Etudier aussi la méthode d’Euler implicite :
yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1) (Φ est l’inverse d’une fonction).
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