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Prolongement de la fonction I' d’Euler.

400
La fonction I" d’Euler est initialement définie pour = > 0 par I'(z) = / t" et dt.
0
Exercice 1 : Prolongement méromorphe de I' a C.

1) Prolongement a {s € C, Re(s) > 0}. Vérifier que pour s € C, Re(s) > 0, la formule

+oo +oo
['(s) = / t5lemt dt = / els= D=t gt
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définit une fonction holomorphe sur {s € C, Re(s) > 0} qui prolonge la fonction I'.

2) Etablir par une intégration par parties que, pour Re(s) > 0, on a I'(s+1) = sI'(s). Calculer
I'(1), puis I'(n) pour n > 1.

3) Vérifier alors que dans {s € C, Re(s) > —1}, la formule I'(s) = 2 définit une fonction

S
méromorphe, avec un pole simple en s = 0 de résidu 1, qui prolonge I'.

4) Montrer que si s € C, pour n € Z, n > — Re(s), la quantité
I'(s+n)
s(s+1)---(s+n—1)
est bien définie, indépendante de n > — Re(s), et est une fonction méromorphe sur C de poles

simples en les —p, p € N, de résidu %, qui prolonge I'. Ce prolongement méromorphe de I'
est-il unique ?

5) Autre méthode pour prolonger I'. Pour s € C, Re(s) > 0, on a :
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[(s) = / t5 et dt +/ e dt.
0 1

a) Vérifier que la deuxiéme intégrale est une fonction holomorphe de s sur C.

+oo
_1 n
b) Pour 0 < t < 1, établir que t57te™ = 571 + 5 #t"“l, avec convergence normale de
n!
n=1

la série sur [0, 1] pour s fixé. En déduire que

1 +oo
1" 1
ts—l —t dt: (
/0 c Z nl n+s’

n=0

se prolonge aussi en une fonction méromorphe sur C, a poles simples en les —p, p € N, de résidu
—1)P o ;s s . ’
%. On utilisera le théoreme sur les séries de fonctions méromorphes.
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Exercice 2 : Prolongement holomorphe de T a C.

1) Démontrer que la suite (1 — %)nl[o,n] converge vers e " en croissant (ou bien en étant majorée
par e * en utilisant In(1 — u) < —u pour 0 < u < 1). En déduire que pour s € C, Re(s) > 0,
n t n
I'(s) = lim (1= —)" at.
n—-+4oo 0 n
2) Sin € N*, s € C et Re(s) > 0, poser t = nu et intégrer par parties n fois,
1 1
n n n—
/ t°~ 1(1 — —) dt =n / us_l(l —u) du:ns—/ us(l —u) Y du = -
0 n 0 s Jo
et en déduire la formule d’Euler
n°n!

I'(s) = i )
(5) netoo s(s+1)---(s+n)
Remarque : B(z,y) = fol u* (1 —u)Y"! du, x > 0 et y > 0 s’appelle fonction Béta d’Euler.

3) Produits infinis et formule de Weierstrass. En écrivant, pour s € C,

1
n® = exp(slnn) = exp (— s + SZ z + 0(1)3)7
k=1

ou 7 est la constante d’Euler, démontrer la formule de Weierstrass, si v € R,

(1+ k)) :xewﬁo (ei(1+%)>.

n=1
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1 n
—— =z lim (e
F(:c) n—-+o0o Pl

4) On montre maintenant que la suite de fonctions holomorphes (szl ek (1 + %))n converge
uniformément sur les compacts de C. Soit p € N*, et écrivons, pour n > 2p,

ﬁ<ei1+) I * H<6k1+)>

k=1 1<k<2p 2p<k<n

On rappelle que l'on peut définir Inc(1 + z) pour |z| < 1 par exemple par la série entiere
o= 12 Justifier que Ing(1 + 2) = z + O(|z[?) pour |z| < L. Si [s| < p, éerire le

n=1 2
exp < Z lnc(l + %) — %)

deuxieme produit comme
k=2p

k

s 1- - _s S
se’® lim 1 <e k(1+%))

Justifier que la série » -, Inc (1+2)— £ converge normalement sur D,,(0). Conclure alors que

n—-+o00

est une fonction holomorphe sur C (on dit entiere), que ses zéros sont exactement les —p, p € N,
et que cette fonction prolonge <. En déduire que le prolongement méromorphe de I' & C ne

r
s’annule jamais.
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