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Questions choisies : Analyse & Probabilités - 1999.

Il est souhaitable de traiter la Question 1 chez vous....

On note H l’espace de Hilbert `2(N,C) muni du produit scalaire

〈x, y〉 =
+∞∑
j=0

x̄jyj,

et de la norme ||·|| associée. L(H) désigne l’espace des applications T : H → H linéaires continues,
muni de la norme

||T ||L = sup{||Tx||, ||x|| ≤ 1}.
On admet que (L(H), || · ||L) est complet. Si T ∈ L(H), on dit que T est inversible s’il existe
S ∈ L(H) tel que ST = TS = Id; et on note T ∗ : H → H par la formule

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉.

Question 1 : Soit D : H → H défini par : si x = (xj)j∈N, alors Dx = (xj+1)j∈N.

a) Déterminer Ker(D) et Im(D).

b) Montrer que D ∈ L(H) et calculer ||D||L.

c) Montrer que si T ∈ L(H), T ∗ ∈ L(H) et ||T ∗||L = ||T ||L.

d) Déterminer l’adjoint D∗ de D et vérifier que DD∗ = Id.

e) Si λ ∈ C est tel que |λ| < 1, on définit xλ = (λj)j∈N. Vérifier que xλ ∈ H et montrer que
Dxλ = λxλ.

f) Montrer que si g ∈ H est tel que 〈g, xλ〉 = 0 pour tout |λ| < 1, alors g = 0. En déduire que
Vect(xλ, |λ| < 1) est dense dans H.



Question 2 : a) Démontrer que si T , S ∈ L(H), alors ||TS||L ≤ ||T ||L||S||L.

b) Montrer que si N ∈ L(H) et ||N ||L < 1, alors la série
∑
n≥0

(−N)n est convergente. En déduire

que Id + N ∈ L(H) est inversible.

c) On suppose T ∈ L(H) inversible. Montrer que si ||N ||L||T−1||L < 1, alors T + N est inversible.

d) Démontrer l’existence de m ∈ R tel que, si ||N ||L ≤ 1

2||T−1||L , on a :

||(T + N)−1 − T−1 + T−1NT−1||L ≤ m||N ||2L.

Question 3 : Pour T ∈ L(H), on appelle spectre de T l’ensemble

σ(T ) = {λ ∈ C, T − λId n′est pas inversible },
et on dit que λ ∈ C est valeur propre de T s’il existe x ∈ H, x 6= 0 tel que Tx = λx (autrement
dit, Ker(T − λId) 6= {0}). On définit aussi ρ(T ) = sup{|λ|, λ ∈ σ(T )}.

a) Montrer que σ(T ) est un fermé de C, qui contient les valeurs propres de T . Démontrer que
ρ(T ) ≤ ||T ||L.

b) Déterminer le spectre σ(D) de D (cf. Question 1).

c) Caractériser σ(T ∗) en fonction de σ(T ). En déduire ρ(T ∗) = ρ(T ).

Question 4 : Soit x, y ∈ H. On définit fx,y : C \ σ(T ) → C par fx,y(z) = 〈y, (zId− T )−1x〉.

a) Montrer que fx,y est holomorphe sur C \ σ(T ).

b) Justifier que lim
|z|→+∞

zfx,y(z) = 〈y, x〉.

c) En déduire que σ(T ) 6= ∅.


