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Séries entières & théorème d’Abel angulaire.

Ex. 1 : (Mise en forme)
1) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entière

∑
n≥1 nz3n.

2) Soit (an) une suite telle que an 6= 0 pour tout n ∈ N. On suppose qu’il existe ` ∈ C tel que

an+2

an

→ ` lorsque n → +∞.

Déterminer le rayon de convergence de
∑

n≥0 anz
n.

DEVELOPPEMENT : Théorème d’Abel angulaire.

On considère une série convergente
∑

n≥0 an, et la série entière f(z) ≡
∑
n≥0

anzn.

1) Pourquoi le rayon de cette série est-il ≥ 1 ? On fixe 0 ≤ θ0 < π
2

et on note (dessin !)

∆θ0 ≡ {z ∈ C, |z| < 1, ∃ρ > 0, ∃ϕ ∈ [−θ0, θ0], z = 1− ρeiϕ}.

2) Vérifier que pour z = 1− ρeiϕ ∈ ∆θ0 tel que |1− z| ≤ cos(θ0), on a

|1− z|
1− |z| =

|1− z|
1− |z|2 (1 + |z|) ≤ 2

ρ

2ρ cos(ϕ)− ρ2
≤ 2

cos(θ0)
.

3) On note S ≡ ∑+∞
n=0 an et, pour n ∈ N, Rn ≡

∑+∞
k=n+1 ak. Ainsi, pour n ∈ N∗, an = Rn−1 − Rn.

Pour |z| < 1, justifier alors la transformation d’Abel :

f(z)− S =
+∞∑
n=1

an(zn − 1) = (z − 1)
+∞∑
n=0

Rnz
n.

4) Soit ε > 0, et N ∈ N tel que |Rn| ≤ ε si n > N . Pour |z| < 1, établir l’inégalité :

∣∣f(z)− S
∣∣ ≤ |z − 1|

N∑
n=0

|Rn|+ ε
|1− z|
1− |z| .

En déduire alors que

lim
z→1, z∈∆θ0

f(z) existe et vaut S.

On peut en fait établir que
∑

n≥1 anzn converge uniformément sur ∆θ0 .

5) Exemple : On considère la série entière de rayon 1

+∞∑
n=1

zn

n
= − lnC(1− z) = −

(
ln |1− z|+ i arg(1− z)

)
,

où, si ξ 6∈ R−, arg ξ est la détermination de l’argument de ξ dans ] − π, π[. Vérifier que pour

0 < θ < 2π, la série
∑
n≥1

einθ

n
est semi-convergente. Calculer module et argument de 1− eiθ, et en

déduire sa somme.



Ex. 2 : Calcul de rayons. Déterminer les rayons de convergence de
∑
n≥1

sin(n)

n
zn,

∑
n≥1

(
1 +

3

n

)(n2)

z3n et
∑
n≥2

( 1

ln(n)
− nn

enn!

)
zn.

Ex. 3 : Série lacunaire à points singuliers sur tout un cercle. On considère la série entière
lacunaire

f(z) ≡
∑
n≥0

z(2n).

1) Déterminer son rayon de convergence. Vérifier que f n’est pas bornée sur [0, 1[, donc que 1 est
un point singulier pour f .

2) Etablir que, pour |z| < 1, f(z2) = f(z) + z. En déduire que pour tout k ∈ N, les racines
2k-ième de l’unité sont des points singuliers pour f , puis que tout point du cercle |z| = 1 est
singulier pour f .

3) On envisage la série entière g(z) ≡
∑
n≥0

z(2n+1)

2n + 1
. Déduire de 2) que g a pour rayon 1, et que

tout point du cercle |z| = 1 est singulier pour g. Montrer que g admet pourtant un prolongement
continu sur le disque fermé |z| ≤ 1.

4) Singularités plus subtiles. On considère la série entière

f(z) ≡
+∞∑
n=0

e−
√

nzn.

Vérifier que f a pour rayon 1. On fixe ϕ ∈ C∞0 (R2) telle que ϕ(z) = 1 pour |z| ≤ 1, et on définit

F (z) ≡
+∞∑
n=0

e−
√

nznϕ(zn).

Etablir que F ∈ C∞(R2) est un prolongement de f à C = R2 tout entier, mais pas analytique.(
Sur les séries lacunaires (séries du type

∑
n≥0 anzλn avec λn À n), voir Rudin ou Zuily-Queffellec

)
.

Ex. 4 : Comportement au bord. Soient
∑

n≥0 anx
n et

∑
n≥0 bnx

n deux séries entières de
rayon R ≥ 1. On suppose an ∼ bn > 0 et

∑
n≥0 bn divergente.

1) Montrer que R = 1 et que, lorsque x → 1−,
+∞∑
n=0

anx
n ∼

+∞∑
n=0

bnx
n.

2) Si an ∼ np, p ∈ N, établir que, lorsque x → 1−,
+∞∑
n=0

anxn ∼ p!

(1− x)p+1
. Quelle pourrait être la

formule si p > 0 n’est pas entier ?
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