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SERIES DE FOURIER.

Ex. 1 : Existe-t-il f ∈ C1 telle que cn(f) =
1

1 + |n| ? Et telle que cn(f) =
1

(1 + |n|)3
? Existe-t-il

f ∈ L1 telle que cn(f) =
1

1 + |n| ?

Ex. 2 : Quelques points du cours.
1) Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue. On commencera par f ∈ C1 puis on approchera

f ∈ L1 par des fonctions C1 (si g ∈ C0, alors gε(x) = 1
ε

∫ x+ε

x
g(t) dt ∈ C1 et gε → g dans C0 si ε → 0).

2) Calculer les noyaux DN et FN . Vérifier que (FN)N≥0 est bien une approximation de l’identité
(on vérifiera que si 0 < δ < π, FN → 0 uniformément sur {δ ≤ |x| ≤ π}).

3) Démontrer le théorème de Fejér. En déduire que F : L1 → c0 est injective. Montrer alors que si
f ∈ L1 et SN(f) converge uniformément sur R vers F , alors f = F ∈ C0 (considérer les coefficients
de Fourier de g = f − F ).

4) Démontrer la densité de P dans C0 par deux méthodes : en utilisant le théorème de Fejér; en
utilisant le théorème de la convergence normale, montrer que P contient C1, et conclure. Justifier
que P est dense dans Lp pour 1 ≤ p < ∞.

Ex. 3 : Divergence des séries de Fourier. On souhaite montrer l’existence d’une fonction
continue dont la série de Fourier diverge en 0 avec deux méthodes, l’une non constructiviste,
l’autre oui.

1) Suivre Gourdon, Ex. 8 p. 399, pour montrer que la forme linéaire `N : C0 3 f 7→ `N(f) =
SN(f)(0) = DN ∗ f(0) ∈ C est continue, de norme ||`N || = |DN |L1 → +∞ lorsque N → +∞.
Conclure à l’aide du théorème de Banach-Steinhaus.

2) On considère la fonction f : R → R 2π-périodique telle que f(x) =
+∞∑
p=1

1

p2
sin

(
(1 + 2p3

)
|x|
2

)

pour |x| ≤ π. Suivre Gourdon, Ex. 4 p. 262 pour voir que sa série de Fourier diverge en 0.

Ex. 4 : L’application F : L1 → c0 n’ est pas surjective. On montre ceci avec deux méthodes.

1) On suppose F : L1 → c0 surjective. Appliquer alors le théorème de l’application ouverte pour
montrer l’existence d’une constante C > 0 telle que pour toute f ∈ C0, |f |C0 ≤ C|F(f)|`∞ . Utiliser
les fonctions DN pour obtenir une contradiction.

2) Soit f ∈ L1 telle que an(f) = 0 pour n ≥ 0 et bn(f) ∈ R+ pour n ≥ 1.

a) Vérifier que F (x) =
∫ x

0
f(t) dt définit un élement de C0. Utiliser Fubini pour calculer ses

coefficients de Fourier an(F ) et bn(F ).



b) Montrer que les sommes partielles de
∑

n≥1 an(F ) sont monotones et convergent au sens de

Césaro. En déduire que
+∞∑
n=1

bn(f)

n
< ∞.

c) On considère la série trigonométrique
∑
n≥2

sin(nx)

ln n
=

∑

|n|≥2

sgn(n)
einx

2i ln |n| . Montrer que cette série

n’est pas une série de Fourier. Exhiber alors une suite (cn)n∈Z ∈ c0 qui n’est pas dans l’image de F.

3) Soit (αj)j≥0 une suite réelle de limite nulle, vérifiant ∀ j ≥ 1, αj+1 + αj−1 − 2αj ≥ 0.

a) On pose βj = αj+1 − αj. Vérifier que
∑

j≥1 j
(
αj+1 + αj−1 − 2αj

)
converge en sommant par

parties. En déduire que f =
∑

j≥1 j
(
αj+1 + αj−1 − 2αj

)
Fj est absolument convergente dans L1.

b) Calculer an(Fj) en fonction de n et j. En déduire, par une nouvelle sommation par parties, que

an(f) = 2
∑
j>n

(j − n)
(
αj+1 + αj−1 − 2αj

)
= 2αn.

En déduire que F(f) = (α|n|)n∈Z.

c) Justifier que
∑
n≥2

cos(nx)

ln n
=

∑

|n|≥2

einx

2 ln |n| est la série de Fourier d’une fonction L1.

Ex. 5 : Un résultat de localisation. Soit f ∈ L1 telle que f soit nulle p.p. sur [a, b]. Soit
[α, β] ⊂ ]a, b[. On veut montrer que SN(f) → 0 uniformément sur [α, β].

1) Montrer qu’on peut se ramener au cas [−α, α] ⊂ ]− α− η, α + η[, avec 0 < α < α + η ≤ π.

2) Si δ > 0, montrer qu’il existe fδ ∈ C1 telle que fδ(x) = 0 si |x| ≤ α et |f − fδ|L1 ≤ δ.

3) Vérifier que l’on a, pour |x| ≤ α,

SN(f)(x) =

∫

η≤|t|≤π

f(x− t)DN(t)
dt

2π
et SN(fδ)(x) =

∫

η≤|t|≤π

fδ(x− t)DN(t)
dt

2π
.

4) En intégrant par parties, démontrer que SN(fδ) → 0 uniformément sur [−α, α]. Justifier en
outre que si |x| ≤ α,

∣∣SN(f)(x)− SN(fδ)(x)
∣∣ ≤ δ

sin(η
2
)
.

Conlure.
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