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Exemples de variables aléatoires et de fonctions
caractéristiques

1 Loi triangulaire

Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme U(] — 1, 1).
Calculer la loi de S := X +Y et S/2.

2 Statistiques d’ordre

Sur un espace probabilisé (w, 7, P), on consideére n variables aléatoires réelles Xi, - -+ , X,
de méme densié f, de fonction de répartition F.

1. Sii# j montrez que P(X; = X;) = 0.

2. Plus généralement soit U I’ensemble des w € (2 tels que les nombres réels X (w), - - - , X, (w)
sont deux a deux distincts, montrez que P(U) = 1.

3. Soient S,, l'ensemble des permutations de {1,--- ,n}, et ¢ : U — S, tel que
Xa(w)[l] (w) < Xa(w)[g] (w) < < Xa(w)[n] (w) On notera X(i) (w) = Xg(w)[i} (w)
Donner la loi de o, puis calculer pour chaque i, k, P(o[i] = k).

4. Vérifier que le n-échantillon réordonné (X, -, X)) admet comme densité :
nlf(z) - flen)xo(xy, - x,) ou C = {x; < -+ < x,}.

5. En utilisant la densité précédente vérifier que F’ X (x) = [F(x)]", |
FX(1>(33) =1-[1-F(x)]", Fx, () =i( M[F ()] 1—(1—F(z)]" *pour 1 <i < n.

3 Fonctions caractéristiques de lois usuelles

1. Déterminer la fonction caractéristique px(t) := Elexp(itX)] (:* = —1), de la v.a.
X dans les cas suivants : X est constante : X = p, X est discrete : X(Q) C N et
P(X =k)=pr, X ~B(n,p), X ~P(A). X ~U(] — a,a]) avec a > 0.

2. Retrouver que si X; ~ B(ny,p), Xo ~ B(ng, p) sont indépendantes, alors X; + Xy ~
B(ni + n2,p). De méme si X7 ~ P(A1,), Xo ~ P(A2) sont indépendantes, alors
X1+ Xy ~ 73()\1 + /\2)

3. Démontrer que si np, — A quand n — 400, et si X,, ~ B(n, p,)) alors (X,,) converge
en loi vers une loi de Poisson P ().

4 Loi faible des grands nombres

Soient X une v.a. de moyenne p et d’écart type o, et (X,,) une suite de v.a. indépendantes
de méme loi que X.

1. Montrez que que px(t) := Elexp(itX)] € C*(R,C) avec (* = —1.

2. Vérifier que px(t) = 1+ it — Z2 + o(t2) en 0.

3. Soit n.S,, := X1+ -+ X,. Calculer pg, (t) puis montrer qu’elle converge simplement
vers exp(ttp). Conclure.



