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Méthodes itératives de résolution des systemes linéaires

Soit A € M, n(R) une matrice inversible et b € R™ un vecteur colonne. On cherche a calculer
la solution z € R™ du systéeme Ax = b comme limite d’une suite de solutions approchées. Pour
cela, on utilise le principe de la méthode du point fixe et on réécrit I’équation Ax = b en
exprimant A sous la forme A = M — N ou M est une matrice inversible. On peut alors
réécrire le systeéme Az = b sous la forme z = M~1(Nz + b) et utiliser, si elle converge, la
méthode itérative suivante :

(M) on se donne un vecteur initial o et on définit la suite 871 = M1 (Nz* +b), k > 0.

Remarque 1 : En pratique, on ne calcule bien str pas l'inverse de la matrice M, mais on
résout a chaque pas un systéme linéaire avec la matrice M. On choisit donc en général M
comme une matrice diagonale ou triangulaire.

Définition 1. On dit que la méthode itérative (M) est convergente si quel que soit le vecteur
initial x° € R™ et quel que soit le second membre b € R™, la suite (a:k)k>0 définie par la

méthode (M) converge vers x = A~1b.

1. CRITERE DE CONVERGENCE
Lemme 1. Soit A € M, »(R).

(i) Pour toute norme matricielle |||.|||, on a p(A) < |||A]l].
(ii) Pour tout € > 0, il existe au moins une norme matricielle subordonnée |||.||| telle que
Al < p(A) +e.

Lemme 2. Soit A € M,, ,(R). Alors klim AF =0 ssi p(A) < 1.

Démonstrations : Voir les démonstrations de ces deux lemmes dans le livre de Ciarlet.
Théoréme 1. La méthode itérative (M) converge ssi le rayon spectral p(M~1N) < 1.
Exercice 1 : Démonstration du théoréme

Si z = A~'b, montrer que 2¥ —z = M~IN (:ck_l — :c) et conclure.[]

2. QUELQUES METHODES CLASSIQUES

: -F
On note A = D =D — E — F et on suppose que D est inversible.

-

2.1. Méthode de Jacobi. On choisit comme matrice M la matrice diagonale M = D et
donc la matrice N = E + F. La matrice d’itération vaut J = M~'N = D~(E + F).
On calcule donc les composantes du vecteur z* grace & la formule suivante :

1 Z .
l’?+1 = Af bz — Ai,jl‘é? s 1 <3< n.
we i
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2.2. Méthode de Gauss-Seidel. On choisit comme matrice M la matrice triangulaire inférieure
M = D — E et donc la matrice N = F. La matrice d’itération vaut £ = (D — E)"'F.
On calcule donc les composantes du vecteur z* grace & la formule suivante :

1
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’ 1<t J>1

2.3. Méthode de relaxation. On choisit comme matrice M la matrice triangulaire inférieure

1 1
M = —D — FE et donc la matrice N = < — 1> D + F. La matrice d’itération vaut

w

w
L,=(D—-wE) (1 -w)D+wF).
On calcule donc les composantes du vecteur z* grace & la formule suivante :
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Théoréme 2. Si la méthode de relazation converge avec une matrice A € My, ,(C) et un
parametre w € C, alors |w — 1] < 1.

Exercice 2 : Démonstration du théoréme

Calculer det(L,,) et conclure.[]

3. QUELQUES RESULTATS PARTICULIERS DE CONVERGENCE
3.1. Matrices a diagonale strictement dominante.
Définition 2. Une matrice est & diagonale strictement dominante si
[Aigl > |Aiyl, 1< i <.
JF
Théoréme 3. Si A € M, ,(R) est a diagonale strictement dominante, alors
(i) A est une matrice inversible,

(ii) la méthode de Jacobi converge,
(iii) la méthode de relazation avec 0 < w < 1 converge.

Exercice 3 : Démonstration du théoréme

3.1. Montrer (i) par 'absurde (ou en utilisant le théoreme des disques de Gerschgorin).

3.2. Pour montrer (ii), calculer les coefficients de la matrice J de la méthode de Jacobi et
montrer que |||J|||oco < 1.

3.3. Montrer que si A est une valeur propre de £,, A + w — 1 est une valeur propre de
wD™Y(F + \E).

3.4. On suppose alors que |A| > 1. Majorer |\ + w — 1| grace au théoreme de Gerschgorin,
puis majorer |A|. En déduire le (iii).0]

3.2. Matrices symétriques définies positives.
Théoréme 4. Soit A= M —N et M*+ N symétriques définies positives, alors p(M~'N) < 1.
Exercice 4 : Démonstration du théoréme

On définit la norme vectorielle ||z|[4 = 2* Az pour x € R™.
4.1. Montrer que M "Nz =2 —y, avec y = M~ Ax.
4.2. En déduire que |[M~'Nz||4 < ||z|| et conclure. O
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Théoréme 5. Si A € M,, ,(R) est symétrique définie positive, alors la méthode de relazation
avec |w — 1| < 1 converge.

Exercice 5 : Démonstration du théoréme
Utiliser le théoreme précédent et conclure.[
4. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
Exercice 6 : La matrice de la méthode des différences finies
-1 2 -1 (0)

Soit la matrice A = de taille n qui discrétise 'opérateur
(0) -1 2 -1

82
ox?

sur [—1, 1] avec les conditions aux bords u(—1) = u(1) = 0.

6.1. En cherchant le k-eme vecteur propre u*

) . im
avec les coefficients uf = sin ( 1 ), calculer

n
les valeurs propres de cette matrice. En déduire son conditionnement conds(A).

6.2. En déduire les rayons spectraux des matrices des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel,
en utilisant la relation p(£1) = p(J)? valable pour les matrices tridiagonales.

6.3. Donner alors un développement limité en fonction de n :

— du rayon spectral de la matrice de la méthode de Jacobi J ;

— du rayon spectral de la matrice de la méthode de Gauss-Seidel L; ;
2

14++/1—p()?’
en utilisant le fait que pour ce parametre p(Ly+) = w* — 1.
6.4. Déterminer alors un équivalent du nombre d’itérations nécessaires pour chacune des
trois méthodes de la question 6.3.
Exercice 7 : Quelques contre-exemples

— du rayon spectral de la matrice de la méthode de relaxation L+ avec w™ =

1 3/4 3/4
7.1. Montrer que la matrice | 3/4 1 3/4 | est une matrice définie positive. Montrer
3/4 3/4 1
que la méthode de Jacobi appliquée a cette matrice ne converge pas.
1 2 -2
7.2. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée a la matrice 11 1 converge,
2 2 1
mais que la méthode de Gauss-Seidel diverge.
2 -1 1
7.3. Montrer que la méthode de Gauss-Seidel appliquée a la matrice 2 2 2
-1 -1 2

converge, mais que la méthode de Jacobi diverge.
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