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Compléments et révisions.

Exercice 1 (Poles et résidus)

1) Soit © un ouvert de C et f € H(Q C {a}).

a) Si f =g/havec g,h € H(Q), g(a) # 0 et a zéro simple de h, alors Res(f,a) = g,((a)y
a
. A )
b) Si f(z) =g(2)/(z —a)" avec g € H(?), g(a) # 0, alors Res(f,a) = TEnE
c¢) Calculer les résidus aux poles de f(z) Ztztl
X = —
P 2(22 +1)?
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2) Soit f(z) = yP T Calculer les résidus de f. Calculer de deux fagons / f(2) dz avec
z— 22— y
) 2 1
v(t) = e, t € [0, 27] pour en déduire la valeur de / —
0 2—cost

oo ] ,
3) Calculer J = / it dt en utilisant le lacet réunion de [0, R], Re" pour tout ¢ € [0, 27 /n]
0 n
et te?™/™ pour t € [R, ).
Exercice 2 (Holomorphe divers : CVU, Développements de Laurent)

1) Soit f,, f € H(C). Montrer que si f,, CVU vers f sur tous les boules fermées de centre 0,
alors f/ CVU vers f’ sur toutes les boules fermées de centre 0.
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1 — 22 + 3—z
e sur Oy = {1 < |2|} et

2) Donner le développement de Laurent de la fonction f(z) = sur D(0,1),

sur 7 = {1 < |2| < 3} et Cy = {3 < |z|}, puis de ¢g(z) =
Cy ={0< |z < 1}.
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3) Montrer que f(z) = [J(1+ 2*") CVN sur tout compact de D(0,1) et vaut T
—z

n=1

Exercice 3 (Intégrabilité, Limites : des exemples a savoir faire !)

1) Soit f,g € LY(T), h € L>(T). On pose f o g(t) /ft—s [h(s) + h(t — s)] ds.
a) Montrer que f g est mesurable et dans L'(T). MaJorer || f ®gl|lx en fonction de || f||1, ||g|l1 et
1]l co-

b) Montrer la relation suivante entre les coefficients de Fourier : c¢,(f  g) = c,(fh)c.(g) +
cn(gh)en(f) pour tout n € Z.

c) Si on suppose que f € L*(T) au lieu de L'(T), montrer que f o g est mesurable et dans L*(T).
Montrer que [|f  gll2 < || f[l2]|gl[1[|7[]oo-

+o00 1
2) Etudier la limite quand n — +oo de I,,(x) = /1 m dr.
“+oo 2
3) Etudier la limite quand = — 0 de S, (z) = nz::l %

-

+oo
4) Calculer F(y) = / sin(y:zc)6
0 x

dx pour y € R.

Bibliographie : Tauvel, exercices d’analyse complexe (ex 1 et 2)



