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Les théorémes principaux sur les Séries de Fourier.

Notations. On ne manipule que des fonctions R — R ou C qui soient 27-périodiques. En par-
ticulier, f E CP ou LP? signifie f : R — R ou C est 27-périodique et est de classe CP ou est dans
Lr(]o, 27r] 42 Les normes sont calculées sur une période, et la norme L? pour la mesure 2.

Si f € L, ses coefficients de Fourier sont définis par

cn(f) =

1 e
o

an(f) = % ' f(t)cos(nt) dt, n >0, / f(t) sin(nt) n > 1.
Ces coeflicients sontifiés par

an(f) = ca(f) +enlf) n20,  bu(f) =i(calf) +eon(f), n2=1,
de sorte que
ao(f)

co(f) = 5

La série de Fourier de f est alors la suite (Sy(f))n>o0, définie de fagon équivalente par

Z cn(f)e™® ou aolf) + Z an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx).

f®e ™ dt, nez,

cn(f)e™ 4+ c_n(fle™™ = a,(f) cos(nx) + b, (f) sin(nx), n>1.

2
In|<N 1<n<N

On notera que la premiere est une somme partielle symétrique.

On note e,(x) = ™ pour n € Z, et (-,-) le produit scalaire de L?* donné par

gy = [ g &L

21
0
Les familles <6”)nez et (1,v/2cos(nz), v2sin(nz), n > 1) sont orthonormées dans L?, donc libres.

Lorsque ceci est défini, on pose

e /f (&~ 1) /f:c—t (t) o

Par exemple, si f € CP ethLl,onaf*geCp et |f * gleo < \f]co\g\Ll. Sil<p<oo, feLP
et g€ L', alors fxge LP et on a |f *glre < |flrelglrr-

On appelle polynome trigonométrique de degré N € N une fonction du type
N

N
Z ™ ou % + Z an, cos(nx) + by, sin(nx),

n=—N n=1

avec an, b, ¢, € C, et |en*> + |c_ny]* > 0 ou |ay* + |by[* > 0. L’ensemble des polynomes
trigonométriques est noté P = Vect(e,, n € Z) = Vect(1, cos(nz),sin(nz), n € N*) C C°



I - Régularité et décroissance des coefficients de Fourier.

eSi feCl,peN* onapourné€Z

cu(f7) = (in)ea(f).
Si fecC! onapourn>1, an(f) =nb,(f), bu(f') = —na,(f).

e Lemme de Riemann-Lebesque [ZQ] : Si f € L', alors

2

ft)e ™ dt — 0 quand A\ — Fo0.
0

En particulier, si f € L', alors ¢,(f) — 0 quand n — +o00, et a,(f), b(f) — 0 si n — +o0. Si
fecr peN* alors ¢,(f) = 0(—p) quand n — Fo00.
n

On définit [R] alors ¢g = {(up)nez € CZ, lim wu, = 0}, muni de la norme |u|pe = sup,,cz [ta], et

In]—+o00

F:L'— ¢ S(f) = (Cn(f))nez

L’application § est linéaire sur C, continue et de norme 1.

IT - Convergence simple / uniforme.

Le noyau de Dirichlet. [ZQ] On appelle noyau de Dirichlet la quantité :

N : 1
DN(.’I?) _ Z en(aj) _ Sin ((N —: 5)33)
N sin (3)
Ainsi, lorsque f € L', on a :
N 2m
Sv(f)@)= 3 e =F*Dy(w) = | flx =)D o

n=—N

e Théoréme de Dirichlet. [ZQ] Soit f € L', et x € R tel que p = L limy o+ f(z + 1) + f(z — 1)
existe. On suppose que

1
t— ;(f(:l:—i-t)—i-f(x—t)—Qu)
est L' au voisinage de 0. Alors la série de Fourier de f converge simplement en z et
lim Sy(f)(x) = p.

N—+o0

Cas fréquent : Si f est C! par morceaux, alors la série de Fourier de f converge simplement sur
R, de somme %( flat)+ f (x_)) Plus généralement, si f est Holdérienne par morceaux, la série

de Fourier de f converge simplement sur R, de somme (f(z%) + f(27)) (exemple : f(z) = \/|z|

sur [—, 7] n'est pas C! par morceaux, mais i-Holdérienne).

Remarque : La convergence en un point de Sy apparait comme un phénomene local. Ceci se voit
aussi grace au résultat suivant.



* Localisation : [S] Si f € L* est nulle p.p. sur [a,b], et si (o, 3] C ]a, b], alors (Sx(f))
uniformément vers 0 sur [o, J].

N Converge

Importance des sommes symétriques : La fonction 2m-périodique définie par flx) = oz -7
pour 0 < x < 27 vérifie ¢o(f) = 0 et c,(f) = £ si n # 0. La série a sommes symétriques
einx

2
Sn(f)(z) = Z - sin(nz) converge simplement sur R, mais Zz -

1<n<N n>1

diverge pour x = 0.

e Fonction continue a série de Fourier divergente. [G] 1l existe f € C° telle que (Sy(f)(0))
diverge : conséquence de Banach-Steinhauss ou, par exemple,

N>0

—+00

f(z) = Z]%Sin ((1 + 2p3)|377|) pour |z| <.

p=1

e Théoréme de convergence normale. [ZQ]-[G] Si f est continue et de classe C! par morceaux, alors

sa série de Fourier (Sx(f)) converge normalement sur R, (autrement dit, Z lcn(f)] < oo ou

ne’l

N>0

Z lan(f)] + |bn(f)] < 00) et sa somme est f.

neN*

* Vitesse de convergence. [CL] Soit p € N*. Si f € CP, alors, quand N — +o0,

In N
S8(0) = fleo < 1Pleo( 55 + O(55) ).

* Théoréme de Bernstein. [G] Si f est a-Héldérienne sur R, avec 1

Fourier (Sx(f)) N>o converge normalement sur R, et sa somme est f.

< a < 1, alors sa série de

III - Le Théoreme de Fejér.

Les moyennes de Césaro oy de la série de Fourier de f sont définies par [ZQ)]

>y ( —’%')ckmek.

|k|<N

ox(f) =~ 3 Sillf) =

Le noyau de Fejér. On appelle noyau de Fejér la quantité :

1 = k| 1 (sin (5£)\?
Fy(x)=— Dy(x) = —— lep(x) = = —==| .
()= 2 i %( N) (2) N(Sm@))
Ainsi, lorsque f € L', on a :
ow(le) = £+ F(o) = [ e DEN ) o

o Propriété du noyau de Fejér. [ZQ)] La suite (Fy)n>o est une approximation de l'identité au sens

(i) i/ Fy(t)dt=1, (i) Fy>0, (i) Y0<d<m lim Fy(t) dt = 0.

2 J_ . N—=+oo Jsclt|<n
3



La propriété (i7) est cruciale, car alors |Fy|r1 = 1, alors que l'on a Nlim |Dy|pr = +00.
— 400

e Théoreme de Fejér. [2Q)]

—Si fec’, lon(f)]co < | fleo et on(f) — fdansC® si N — +oo0.
—Sil<p<ooet felLP, lon (f)lze < |f|Le et on(f) — f dans LP si N — +o0.

e Conséquence : § : L' — ¢y est injective [ZQ]. Par contre, § : L' — ¢y n’est pas surjective [R]

(conséquence de I'application ouverte, ou Y, -, Sllr;((zif) n’est pas une série de Fourier).

Ainsi, si la série de Fourier (S N(f )) N de f € L' converge uniformément sur R, sa somme est

nécessairement f, et f est donc continue.

IV - Le point de vue hilbertien.

e Densité. [ZQ] L’ensemble P des polynomes trigonométriques est dense dans C° et LP si
1 <p<oo Sifelcdilsepeut que (SN(f))N>O diverge pour certains x € R, cependant il
existe (P,)n>0 € P telle que P, — f dans C° (donc_Pn peut différer de Sy(f)).

La famille (e,,),ez est une base orthonormée de L?. Si f € L? alors Sy(f) — f dans L? quand
N — +o0 et on a l'égalité de Parseval

<f,f>:/07r |2‘”—Z|n >l Zu DI+ bulFI2

Autrement dit, § : L' — ¢y induit une isométrie § : L?> = (2.

Réciproquement, si f € L', et si (Cn(f))nez € (*(Z) ou (an(f))neN* et (b”(f))neN* € (?(N*), alors
f € L? et 'égalité de Parseval a lieu.

V - Pour la culture. Deux résultats difficiles qui montrent la différence entre L' et C° ([K]).

x Théoréme de Kolmogorov. 1l existe f € L' telle que
vV xeR, sup |Sn(f)(z)| = +o0.
NeN

x Théoréme de Carleson. Pour toute f € C°,
pp.z R Sn(f)(x) — f(x) si N — +o00.
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