
Préparation à l'Agrégation de Mathématiques Ni
e 2006-2007ComplexitéAlgèbre linéaire I : on 
ompte les opérationsExer
i
e 1 : Soit A ∈ GL(n,k). On résoud Ax = b en utilisant la méthode de Gauss.Compter le nombre d'additions/soustra
tions et le nombre de multipli
ations/divisions faites sur 
haque ligne lorsde la ke étape, pour l'ensemble de la ke étape, pour l'ensemble de la résolution (on ne 
ompte pas les éventuelsé
hanges de lignes).Montrer que les nombres d'opérations pour l'ensemble de la résolution sont des polyn�mes de degré 3 en n qu'on
al
ulera.Corre
tion 1 : À la ke étape on a déjà fait apparaître des zéros sous la diagonale dans les k − 1 premières
olonnes. Pour 
haque je ligne (k + 1 ≤ j ≤ n) on 
al
ule le 
oe�
ient multipli
ateur cj =
ajk

akk
(1 division) puis onfait les di�éren
es aji − cjaki (k + 1 ≤ i ≤ n) et bj − cjbk (n − k + 1 multipli
ations et soustra
tions).On a don
 pour l'ensemble de la ke étape (n − k)(n − k + 1) additions/soustra
tions et (n − k)(n − k + 2)multipli
ations/divisions et pour l'ensemble de la résolution ∑k=n−1

k=1 (n − k)(n − k + 1) additions/soustra
tions et
∑k=n−1

k=1 (n − k)(n − k + 2) multipli
ations/divisions. On pose l = n − k.On doit 
al
uler ∑l=n−1
l=1 l(l + 1) et ∑l=n−1

l=1 l(l + 2).Trouver des 
oe�
ients a, b, c, d tels que ∑l=n−1
l=1 l(l + 1) = an3 + bn2 + cn + d revient à résoudre le système :

an3 + bn2 + cn + d − (a(n − 1)3 + b(n − 1)2 + c(n − 1) + d) = (n − 1)n

a23 + b22 + c2 + d = 1 × 2En développant et en identi�ant les 
oe�
ients des puissan
es de n on obtient un système triangulaire dont l'uniquesolution donne n3

3 − n
3 additions/soustra
tions.Faisant de même pour la deuxième somme on obtient n3

3 + n2

2 − 5n
6 multipli
ations/divisions.Exer
i
e 2 : Reprendre l'exer
i
e pré
édent pour le 
al
ul de la dé
omposition LU de A (on suppose qu'il n'y apas d'é
hanges de lignes, 
f. td méthodes dire
tes de résolution des systèmes linéaires).Appli
ation : Quel est le 
oût du 
al
ul de l'inverse de A par la méthode de Gauss en résolvant un seul système ?par la méthode de Gauss en résolvant n systèmes ? par la dé
omposition LU de A ?Corre
tion 2 : Rappel : On peut représenter la ke étape de la méthode de Gauss 
omme la multipli
ation parla matri
e : Lk = Id − L′

k où
L′

k =
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Don
 A = (L−1
1 . . . L−1

k )(Lk . . . L1A), on remarque que L−1
k = Id + L′

k 
ar (L′

k)2 = (0) et que L−1
1 . . . L−1

k =
Id + L′−1

1 + . . . + L′−1
k 
ar L′−1

i L′−1
j = (0) si j > i. Le 
al
ul de la matri
e L ne demande don
 au
un 
al
ulsupplémentaire mais simplement un sto
kage.La méthode de Gauss sans se
ond membre demande ∑k=n−1

k=1 (n − k)2 = n3

3 − n2

2 + n
6 additions/soustra
tions et

∑k=n−1
k=1 (n − k)(n − k + 1) = n3

3 − n
3 multipli
ations/divisions.La résolution de Ly = b demande n(n−1)

2 additions/soustra
tions et n(n−1)
2 multipli
ations/divisions.La résolution de Ux = y demande n(n−1)

2 additions/soustra
tions et n(n+1)
2 multipli
ations/divisions.Appli
ation : si l'on 
al
ule A−1 en posant le système 
orrespondant à AA−1 = Id et en le résolvant par laméthode de Gauss on a n2 équations et n2 in
onnues, don
 le nombre d'additions/soustra
tions et le nombre demultipli
ations/divisions équivalent à n6

3 .Si l'on 
onstate qu'on a n systèmes de n équations à n in
onnues (un système pour 
haque 
olonne de A−1), lenombre d'additions/soustra
tions et le nombre de multipli
ations/divisions équivalent à n4

3 .Si l'on s'aperçoit que dans les n systèmes seul le se
ond membre 
hange et qu'on utilise la dé
omposition LU de Ale nombre d'additions/soustra
tions et le nombre de multipli
ations/divisions équivalent à n3

3 + nn2 = 4n3

3 .



Algèbre linéaire II : la taille des opérandesExer
i
e 3 : On suppose maintenant A ∈ Mn,n(Z). Comment adapter la méthode de Gauss pour ne pas intro-duire de nombres rationnels ? Pourquoi ne veut-on pas introduire de nombres rationnels ?Si on suppose que les entiers de A ont au plus l 
hi�res quelle est la taille (maximale) des entiers 
al
ulés lors dela ke étape ? (on verra en tp qu'on peut diminuer 
onsidérablement 
ette taille)Les opérations sur des entiers de grande taille demandent plusieurs opérations de la ma
hine. En utilisant lesalgorithmes �naïfs� on peut 
onsidérer qu'une addition/soustra
tion d'entiers à l 
hi�res demandent c1l addi-tions/soustra
tions de la ma
hine et qu'une multipli
ation/division d'entiers à l 
hi�res demandent c2l
2 multipli-
ations/divisions de la ma
hine (c1 et c2 sont des 
onstantes). Pourquoi (
f. Demazure) ?Reprendre l'exer
i
e 1 en tenant 
ompte de n et l.Corre
tion 3 : À la ke étape pour 
haque je ligne au lieu de 
al
uler aji − ajk

akk
aki qui introduit des fra
tions, on
al
ule akkaji − ajkaki. Les additions/soustra
tions dans Q sont 
outeuses (plusieurs opérations et un pg
d).À 
haque étape on double le nombre de 
hi�res don
 à la ke étape les entiers auront 2kl 
hi�res.C'est l'addition et la multipli
ation par tran
hes dans une base donnée, c1 et c2 dépendent de la base utilisée.On obtient don
 c1l

∑k=n−1
k=1 2k(n − k)(n − k + 1) additions/soustra
tions et c2l

2
∑k=n−1

k=1 22k(n − k)(n − k + 2)multipli
ations/divisions (on 
al
ulera 
es sommes en tp).Le pg
dExer
i
e 4 : L'algorithme d'Eu
lide peut ne prendre qu'un pas même ave
 des entiers grands (ex : n et n − 1).À l'inverse quelle doit être la relation entre deux restes 
onsé
utifs pour que le nombre de pas soit le plus grandpossible ? En déduire que si deux entiers x > y > 0 ont pour pg
d d et que l'algorithme d'Eu
lide prend n pas alors
x ≥ dFn+2 et y ≥ dFn+1 où (Fi) est la suite de Fibona

i. Inversement, majorer le nombre de pas en fon
tion de
y. Qu'en est-il si on tient 
ompte de la taille des opérandes ? (
f. Demazure ou Childs et Knuth vol. 2 pour unedis
ussion du 
oût en moyenne)Corre
tion 4 : Il faut que le quotient vaille 1 à 
haque étape. Si n = 1 alors y = d et x ≥ 2d. Par ré
urren
e, si
x = qy + z alors y ≥ dFn+1 et z ≥ dFn et don
 x ≥ y + z ≥ dFn+2.On a Fn+1 ≥ 2

2
3
(n−1) (par ré
urren
e).Si l'algorithme fait n pas on a y ≥ Fn+1 et don
 n ≤ 3

2 log(Fn+1) + 1 ≤ 3
2 log y + 1.Si l'on tient 
ompte de la taille des opérandes on n ≤ c(log x)2Un 
lassique : les trisExer
i
e 5 : On veut ranger une suite (a1, . . . , an) en ordre 
roissant. On utilise l'algorithme suivant (tri parbulles) : on par
ourt la suite en é
hangeant ai et ai+1 s'ils ne sont pas ordonnés, puis on re
ommen
e sur la suitemodi�ée (a1, . . . , an−1). Pourquoi ? Combien de 
omparaisons fait-on ?On retient le premier i où l'on a fait un é
hange et on ne re
ommen
e qu'à partir de là. Pourquoi ? Combien de
omparaisons fait-on au mieux, au pire ?Quel sens donner à l'a�rmation �le tri par fusion (qui
ksort) est optimal� ? (
f Knuth vol. 3)Corre
tion 5 : Après le premier passage le plus grand élément a été mis en an. On fait don
 n(n−1)

2 
omparaisons.Les aj pour j < i sont ordonnés, il su�t don
 de re
ommen
er en 
omparant ai−1 et ai. Si la suite est déjà ordonnéeon fait n − 1 
omparaisons, si elle est en ordre inverse on revient à n(n−1)
2 
omparaisons.Il y a n! permutations de la suite (a1, . . . , an). Un algorithme est optimal si à 
haque test il partage 
et ensemble endeux sous-ensembles de tailles équivalentes et dé
ide dans quel sous-ensemble se trouve la suite. Il fait don
 log2 n!tests, soit un O(nlogn) en utilisant la formule de Stirling (n! ∼

√
2πn(n

e
)n). C'est le 
as du tri par fusion.Référen
esCiarlet, Introdu
tion à l'analyse numérique matri
ielle et à l'optimisation, DunodChilds, A 
on
rete introdu
tion to higher algebra, SpringerDemazure, Cours d'algèbre, CassiniKnuth, The art of 
omputer programming, vol. 2 semi-numeri
al algorithms, Addison-WesleyKnuth, The art of 
omputer programming, vol. 3 sorting and sear
hing, Addison-WesleySerre, Les matri
es, Dunod


