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CONTINUITE & DERIVABILITE.

Ex. 1 : Fonctions continues, dérivables.
1) La fonction indicatrice de Q est-elle continue en un point ?

2) La fonction de Weierstrass f : [0,1] — R est définie par f(z) = 0siz ¢ Q et f(zx) = L si

q
reQ, x= P irréductible. Est-elle continue aux rationnels 7 aux irrationnels 7 Démontrer que si

a€QnN0,1], limy_q .z, f(z) existe et vaut 0.

3) Soit f(x) = :)3%1@ (). Déterminer les points ou f est continue. Est-elle dérivable en 0 7

4) On considere f(z) = 2?sin (1) si 2 # 0, et f(0) = 0. Vérifier que f € C*(R*), et calculer f’
sur R*. La fonction f est-elle continue en 0 ? dérivable ? La fonction f est-elle C! sur R ?

5) La fonction f(z) =sin (1) siz >0, et f(z) = 0 si 2 < 0 est-elle continue sur R ? Montrer que
f vérifie le théoreme des valeurs intermédiaires (i.e. si I est un intervalle, f(I) est un intervalle).

6) Si f(z) = zsin (1) pour z # 0 et f(0) = 0, montrer que f est dérivable sur R* mais f' ¢ L'(R*).

Ex. 2 : Théoreme des accroissements finis et conséquences. Soient a < b deux réels, et
f € C%[a,b],R), dérivable sur |a, b|.

1) Montrer que si f a un maximum en ¢ €|a, b[, alors f’(c) = 0.

2) a) Montrer que si f(a) = f(b), il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.
b) En déduire le théoréme des accroissements finis : il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = £ (bl)):a(a) (on
fO-1(a))

pourra considérer la fonction g(x) = f(x) — p(x — a), ou p =
¢) A l'aide de f(x) = |z|, montrer qu’on ne peut pas remplacer “dérivable” par “dérivable a gauche
et a droite” sur ]a, b[.

3) a) Montrer que si £ = lim, .+ f'(x) existe, alors f est dérivable en a & droite et f(a) = /.
b) En déduire que si, en outre, f € C'(]a,b) et f' a une limite en a™ et b~, alors f est C* sur [a, b].

4) On considere la fonction f(z) =0siz <0et f(z) =e Y siz > 0.

a) Montrer que f est C* sur |0,+oo[ et (par récurrence) qu’il existe P, € R[X] tel que, pour
z >0, fM(z) = 272" By(x) f(2).
b) Déduire de 3) b) que f € C'(R), puis que f € C*(R).

5) On suppose de plus f dérivable a droite en a et a gauche en b. On souhaite montrer le théoreme
de Darboux : f'([a,b]) est un intervalle.

a) On suppose d’abord que f’(a) > 0 > f’(b). Soit ¢ € [a,b] un point ou f atteint son maximum.
Montrer que ¢ €]a, b[ par 'absurde (déterminer le signe de f’(c)), et conclure que f’(¢) = 0.

b) Si p est entre f'(a) et f'(b), montrer que p € f'([a,b]) (on pourra utiliser la fonction g(z) =
pr — f(x)). Conclure.



Ex. 3 : Points ou f; et f; difféerent. Soit I un intervalle ouvert et f : I — R. On note E
I'ensemble des z € [ tels que f est dérivable a gauche et a droite en x mais f)(r) # fi(x). On
se propose de montrer que E est (au plus) dénombrable. On note (7, ),eny une énumération des

rationnels, p(z,y) = %‘z(y) pour v #y et BY ={r € E, fi(x) < fi(z)}.
1) Montrer qu'il existe k¥ € N (minimal) tel que f;(z) < 7 < fy(x). Justifier que pour y < z
assez proche de x, ¢(x,y) < ry. En déduire qu'il existe m € N (minimal) tel que ¢(x,y) < ry
sirm, <y < x. Démontrer de méme qu'il existe n € N (minimal) tel que o(x,y) > rpsiz <y < r,.

2) Pourquoi a~t-on f(x) — f(y) > rr(x —y) siry, <y <7y, y # x 7 En déduire que I'application
E* >z~ (k,m,n) € N3 est injective. Conclure.

3) Justifier que si f : I — R est convexe (I intervalle ouvert), alors f est dérivable sauf en un
nombre de points (au plus) dénombrable.

Ex. 4 : Vescalier du diable. On considere la suite (K,,),>0 d’ensembles définie par Ky = [0, 1],
Ki=[0,3]U[3,3], Ko =1[0,5]U[3 23U [S, Z]U 2, 3]... & chaque fois, pour passer de K, & K1,
on découpe chaque segment de K, en trois, et on retire celui du milieu. On note enfin [’ensemble

de Cantor K = NyenK, (voir aussi GOURDON p. 62).

1) a) Vérifier que (K, ),>0 est une suite décroissante de compacts : K est-il vide ?

b) Justifier que A(K,+1) = 2A(K,), ot A est la mesure de Lebesgue. En déduire que A(K,) = 2%,
puis que A(K) = 0. En déduire que K est d’intérieur vide.

¢) Démontrer que si [a,b] est un segment de K, (une composante connexe de K,), alors on a
M K1 N a, b)) = 2N(K, N [a,b)).
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2) On définit, pour n € Net 0 <z <1, f,(x) = m/ g, (t) dt.
n) Jo

a) Dessiner fy, f1 et fo.

b) Montrer que f, est croissante, et f,(0) = 0, f,(1) = 1. Etablir que f, est constante sur
Iintervalle [ si I C [0, 1]\ K.

c¢) Déduire de 1) ¢) que si [a,b] est un segment de K, alors f,.1(b) — funi1(a) = fu(b) — fu(a).
En déduire que f,,41(b) = f.(b) et fni1(a) = fn(a) (raisonner en prenant les segments de K, un
a un), puis que f,11 = f, sur [0,1] \ K,,.

d) Soit x € [a,b] un segment de K,,. En utilisant 1) b) et fo11(z) — fu(x) = (for1(z) — fur1(a)) —
(fa(2) = fa(a)), justifier que |fri1(z) = fu(2)| < 5. Justifier alors que | fo1 — foloo < 5omr, PUis
que (fn)nen converge uniformément sur [0, 1].

3) Démontrer que f = lim f,, est continue, croissante, et f(0) = 0, f(1) = 1. Etablir enfin que f
est dérivable sur [0,1] \ K, et que si z € [0,1] \ K, f'(z) = 0. A-t-on f(1) — f(0) = fol f(t) dt?
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