TD sur la convergence des séries de Fourier

Soit f € L*([0, 27]), on pose

n

/Oﬂe’mf(x)dx, Su(f) = Z ca(f)e™, on(f) = ZSk(f)

k=—n k=0

1
Y

cn(f)

1) Ecrire S,,(f) et 0,,(f) sous la forme de convolution avec deux noyaux notés D,
(noyau de Dirichlet) et F,, (noyau de Fejer).
2) Vérifier que

[Fnllr = 1,

et en conclure que o,(f) converge uniformément vers f si f est continue et
préiodique sur [0, 27].

3) Montrer que €™ est une famille orthonormée de L?.

4) Déduire de la question 2 qu’elle est dense et donc que S, (f) converge vers f
dans L?.

5) En conclure que pour tout f € L?

2

(z) ™ dz — 0, quand n — oo.
0

6) Soit f € LP(]0, 27]), prouver que o,(f) converge vers f pour la norme de
I’espace LP.

7) Supposons que pour tout f continue, S,(f)(0) converge vers f(0).

i) En utilisant le théoreme de Banach-Steinhaus pour la suite de formes linéaires
sur Cpe, ([0, 27]) données par S, (f)(0), prouver que

sup  sup  |[Sn(f)(0)] < 0.
n  feCper, ‘flgl

ii) Remarquer que

sup S (S)O)] = 1Dl 1
f€Cper, |fI<1

iii) Montrer que
| Dpllzr — o0,

et conclure.



