
Agrégation, exercices transformation de Fourier,
Année 2006-2007.

A. Calcul de transformées de Fourier dans L1.

Calculer les transformées de Fourier des fonctions f ∈ L1(R) suivantes, où
t > 0 :

f(x) =

{

0 si |x| > 1
1 si |x| ≤ 1

f(x) =

{

0 si |x| > 1
1 − |x| si |x| ≤ 1,

f(x) = e−t|x|, f(x) = e−tx2

, f(x) = xe−tx2

.

B. Principe d’incertitude de Heisenberg.

Soit f ∈ S(Rd) vérifiant
∫

Rd |f |2 dx = 1. On note

x̄ ≡
∫

Rd

x|f(x)|2 dx ∈ R
d et ξ̄ ≡

∫

Rd

ξ|f̂(ξ)|2 dξ

(2π)d
∈ R

d.

1) On suppose dans cette question x̄ = ξ̄ = 0. Justifier l’intégration par parties

∫

Rd

|f |2 dx = −1

d

∫

Rd

x · ∇(|f |2) dx = −2

d

∫

Rd

x · Re (f̄∇f) dx.

Utiliser le théorème de Fourier-Plancherel pour calculer

∫

Rd

||∇f ||2 dx.

En déduire que

(
∫

Rd

||x||2 |f(x)|2 dx)(
∫

Rd

||ξ||2 |f̂(ξ)|2 dξ

(2π)d
) ≥ d2

4
.

Déterminer les cas d’égalité dans l’inégalité précédente.

2) On suppose x̄ et ξ̄ quelconques et on considère la fonction

g(x) = e−i(x−x̄)·ξ̄f(x− x̄).

Exprimer ĝ en fonction de f̂ et vérifier que
∫

Rd x|g(x)|2 dx =
∫

Rd ξ|ĝ(ξ)|2 dξ = 0.
En déduire que

(
∫

Rd

||x− x̄||2 |f(x)|2 dx)(
∫

Rd

||ξ − ξ̄||2 |f̂(ξ)|2 dξ

(2π)d
) ≥ d2

4
.

1



C.Théorème d’échantillonage.

Soit r > 0 et f ∈ L1(R) une fonction telle que Support (f̂) ⊂ [−r, r].

1) Prouver que f est une fonction de classe C∞ sur R.
2) Montrer que l’expression

E(ξ) =
∑

n∈Z

f̂(ξ + 2nπ)

définit une fonction E continue sur R, 2π-périodique. En déduire que E est
une distribution tempérée .
3) Soit ψ ∈ C∞

0 (R) et θ ∈ S(R) telle que θ̂ = ψ. Soit S la distribution tempérée
sur R, S = F−1(E). Justifier que fψ ∈ C∞

0 (R), puis que

〈S, ψ〉 =
∫

E(ξ)θ(ξ)dξ =
∑

n∈Z

f(n)ψ(n)

(On rappelle la formule sommatoire de Poisson : Σk∈Zθ(ξ+2πk) = (2π)−1Σn∈Zθ̂(n)einξ)
En déduire

S =
∑

n∈Z

f(n)δn dans S ′(R).

et que la suite SN =
∑

−N≤n≤N f(n)δn converge vers S dans S ′(R).
5) On suppose à présent 0 < r < π. Soit ρ ∈ S(R) telle que ρ̂(ξ) = 1 si |ξ| ≤ r
et ρ̂(ξ) = 0 pour |ξ| ≥ π. Justifier l’existence d’une telle fonction ρ. Montrer

que l’on a f̂ = ρ̂E. Soit TN = SN ∗ ρ; Montrer que TN converge vers f dans
S ′(R). En déduire l’égalité dans S ′(R)

f =
∑

n∈Z

f(n)ρ(x− n)

D. Transformée de Fourier des Gaussiennes

Soit z = a+ ib ∈ C un nombre complexe vérifiant Re(z) = a ≥ 0. On note√
z l’unique racine carrée de z telle que Re(

√
z) ≥ 0. Pour x ∈ R, on pose

fz(x) = exp(−z x2

2
).

1) On suppose Re(z) > 0 et on pose C(z) =
∫ ∞
−∞ fz(x) dx. Montrer l’égalité

C(z) =
√

2π√
z

. (On rappelle que d
db

(
√
a+ ib) = i/2(

√
a + ib)−1; calculer la

dérivée par rapport à b de la fonction d’une variable réelle b→
√
a+ ibC(a+ib)

et utiliser C(a) =
√

2π√
a

pour a > 0). Montrer que C(z) se prolonge continue-

ment en z = ib pour b > 0 , et qu’on a C(ib) = e−iπ/4
√

2π√
b
.

2) On suppose Re(z) = a > 0. Montrer que fz(x) ∈ L1(Rd). Vérifier qu’on

a f ′
z + zxfz = 0. En déduire que la transformée de Fourier f̂z(ξ) de fz vérifie

f̂z(ξ) = C(z) exp(− ξ2

2z
) = C(z)f1/z(ξ)
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3) Soit z ∈ C tel que Re(z) ≥ 0, z 6= 0. Montrer que fz est une distribution

tempérée, et que sa transformée de Fourier vérifie f̂z(ξ) = C(z) exp(− ξ2

2z
) =

C(z)f1/z(ξ) (utiliser la question 2) et la continuité de la transformée de Fourier
sur les distributions tempérées).
4) On considère l’équation de Schrödinger pour u : R+ × R → C

i
∂u

∂t
− ∂2u

∂2x
= 0, u(t = 0, x) = u0(x) ∈ E ′(R)

On cherche une solution u ∈ C1(R+,S ′(R)), et on note ut(x) = u(x, t) et
ût = F(ut). Déterminer l’équation différentielle satisfaite par ût . Résoudre
cette équation différentielle, et appliquer la transformée de Fourier inverse à
ût (on utilisera les résultats de la question 3)) pour exprimer la solution par
une convolution, à savoir

u(t, x) = u0 ∗ (e−i π

4 (4πt)−
1

2 exp (i
|x|2
4t

)).
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