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Corrigé des développements asymptotiques

Exercice 1: Donnez un développement de
∫ x

0
| sin t|

t dt lorsque x → +∞.

Réponse: Comme limt→0, t>0
| sin t|

t = 1 existe, alors
∫ x

0
| sin t|

t dt est bien définie.
Soit n ∈ N, n ≥ 2. On a∫ nπ

π

| sin t|
t

dt =
n−1∑
k=1

∫ kπ+π

kπ

| sin t|
t

dt

=
n−1∑
k=1

∫ kπ+π

kπ

| sin t|
(

1
t
− 1

kπ + π

)
dt +

n−1∑
k=1

∫ kπ+π

kπ

| sin t|
(k + 1)π

dt

=
1
π

n−1∑
k=1

∫ π

0
| sin t| dt

k + 1
+

n−1∑
k=1

∫ π

0

| sin(t + kπ)|
(

1
t + kπ

− 1
kπ + π

)
dt

=
2
π

n−1∑
k=1

1
k + 1

+
n−1∑
k=1

∫ π

0

| sin t|
(

1
t + kπ

− 1
kπ + π

)
dt

=
2
π

n−1∑
k=1

(∫ k+1

k

(
1

k + 1
− 1

t

)
dt +

∫ k+1

k

dt

t

)
+

n−1∑
k=1

∫ π

0

(π − t) sin t

(t + kπ)(kπ + π)
dt

=
2
π

∫ n

1

dt

t
+

2
π

n−1∑
k=1

∫ 1

0

(
1

k + 1
− 1

t + k

)
dt +

n−1∑
k=1

∫ π

0

(π − t) sin t

(t + kπ)(kπ + π)
dt

=
2
π

lnn +
2
π

n−1∑
k=1

∫ 1

0

t− 1
(k + 1)(t + k)

dt +
n−1∑
k=1

∫ π

0

(π − t) sin t

(t + kπ)(kπ + π)
dt

=
2
π

lnn +
n−1∑
k=1

1
k2

(
2
π

∫ 1

0

t− 1
(1 + 1

k )(1 + t
k )

dt +
∫ π

0

(π − t) sin t

(π + t
k )(π + π

k )
dt

)
Comme limk→+∞

t
k = 0 uniformément sur [0, 1] et [0, π], on obtient∫ nπ

π

| sin t|
t

dt =
2
π

lnn +
n−1∑
k=1

uk

k2

pour tout n ≥ 2 avec

lim
k→+∞

uk =
2
π

∫ 1

0

(t− 1) dt +
1
π2

∫ π

0

(π − t) sin t dt = 0.

Du coup, uk

k2 = o
(

1
k2

)
et 2 > 1, donc

∑∞
k=1

uk

k2 converge, on note α0 sa limite. De
plus, on a

∞∑
k=n

uk

k2
= o

( ∞∑
k=n

2
πk2

)
= o

(
1
n

)
.

1



2

Du coup,∫ nπ

π

| sin t|
t

dt =
2
π

lnn +
∞∑

k=1

uk

k2
−

∞∑
k=n

uk

k2
=

2
π

lnn + α0 + o

(
1
n

)
quand n → +∞. Soit α = α0 +

∫ π

0
| sin t|

t dt. On a alors∫ nπ

0

| sin t|
t

dt =
2
π

lnn + α +
εn

n

avec limn→+∞ εn = 0.

Soit x > 2π. Soit n = E(x/π) ≥ 2. Soit θ := x− nπ ∈ [0, π[. On a∫ x

0

| sin t|
t

dt =
∫ nπ

0

| sin t|
t

dt +
∫ nπ+θ

nπ

| sin t|
t

dt

=
2
π

lnn + α− 2
πn

+
εn

n
+
∫ θ

0

sin t

t + nπ

=
2
π

ln(x− θ) + α− 2
π

lnπ − 2
x− θ

+
πεn

x− θ
+
∫ θ

0

sin t

t + x− θ

=
2
π

lnx +
2
π

ln(1− θ

x
) + α− 2

π
lnπ +

πεn

x− θ
+

1
x

∫ θ

0

sin t

1 + t−θ
x

dt

=
2
π

lnx + α′ − 2θ

πx
+

πεn

x− θ
+

1
x

∫ θ

0

sin t dt + o(x−1)

=
2
π

lnx + α′ +
1
x

(
−2θ

π
+ 1− cos θ +

πεn

x− θ

)
+ o(x−1)

On pose ε(x) = εE(x/π). On a bien limx→+∞ ε(x) = 0. Du coup, on obtient∫ x

0

| sin t|
t

dt =
2
π

lnx+α′+
1
x

(
−2(x− E(x/π))

π
+ 1− cos(x− E(x/π))

)
+o(x−1)

quand x → +∞.

Exercice 2: Soit la suite réelle u définie par u0 > 0 et un+1 = une−un pour n ∈ N.
Donnez un DA de u.
Réponse: la suite u est bien définie et on montre par récurrence que un > 0 pour
tout n. Du coup, un+1 = une−un < un pour tout n ∈ N. La suite u est décroissante
minorée (par 0) et donc elle converge. Soit l ≥ 0 sa limite: par continuité de
l’exponentielle, on a l = e−l. Si l 6= 0, alors 1 = e−l et l = 0: contradiction. DOnc
limn→+∞ un = 0. Soit α ∈ R. Soit n ∈ N: on a

uα
n+1 − uα

n = uα
n(e−αun − 1) ∼n→+∞ −αuα

n × un ∼n→+∞ −αuα+1
n

car limn→+∞ un = 0. Du coup, avec α = −1, on obtient que limn→+∞
1

un+1
− 1

un
=

1. La série
∑∞

n=0 1 diverge et est à termes positifs, donc
n∑

k=0

1
uk+1

− 1
uk
∼n→+∞

n∑
k=0

1

et donc un ∼n→+∞
1
n . Soyons plus précis:

1
un+1

− 1
un

= u−1
n (eun−1) = u−1

n (un+
u2

n

2
+o(u2

n)) = 1+
un

2
+o(un) = 1+

1
2n

+o

(
1
n

)
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et donc
1

un+1
− 1

un
− 1 ∼n→+∞

1
2n

.

Or 1/(2n) > 0 et
∑

1
2n diverge, donc

1
un
− 1

u1
− n + 1 =

n−1∑
k=1

(
1

uk+1
− 1

uk
− 1
)
∼n→+∞

n−1∑
k=1

1
2k
∼n→+∞

lnn

2

et donc

un =
1

n + ln n
2 + o(lnn)

=
1
n

(
1 +

lnn

2n
+ o(

lnn

n
)
)

=
1
n
− lnn

2n
+ o

(
lnn

n

)
quand n → +∞.


