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Relations de comparaison.

Soient (U, )nen, (Un)nen des suites réelles, f, g des fonctions de R dans R et a € R.
Exercice 1 (Relations de comparaison)

1) Ecrire la définition de u,, = o0 (v,), up = O (v,) et u, ~ wv,. Donner les liens avec
n—+0o0 n—+oo n—-+00

2. Idem pour la comparaison des fonctions f(z) et g(z) en a.

i
2) Signification dans les cas ou v,, = 1.
3) Montrer que si u, W7o Un et que si v, > 0, alors il existe N tel que w,, > 0 pour tout
n > N.
4) Lien entre f(z) ~ g(z) et f(z) = g(z) + o (g(x)) ? Montrer qu'alors f(z) = g(z) +

o (f(x)) o

r—a

Exercice 2 (exp et In)

1) Montrer que In(z + V22 —1) ~ Inx.

z—+00
2) Que dire de e" ~ e’ lorsque u, ~ v, ? Méme question avec Inu, et Inwv,.
Exercice 3 (Danger : somme d’équivalences)
On suppose que fi(z) ~ fa(x) et gi(z) ~ ga().
1) Donner un exemple ou fi(z) + ¢g1(x) n’est pas équivalent a fo(x) + g2(z) quand z — a.
2) Montrer que si fo > 0 et go > 0, alors ’équivalence est valable.
Exercice 4 (Relations de comparaison et séries)
1) Montrer que si u, = O (v,) et v, > 0, la convergence de Y v, implique la convergence

n—-+00
de > u, et que la divergence de > u,, implique la divergence de > v,.

2) On suppose que u,, ~ v, et que u, > 0,v, > 0.
n——+00
a) Soit € > 0. Montrer qu'il existe ny € N* tel que pour tout n > ny,

ng—1 nog—1
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b) En déduire que si Y u, diverge, alors Z Uy, ~ Z Vg,
n—-+oo
k=0 k=0

Exercice 5 (Equivalence et développement limité)

1) Si f est dérivable sur tout R, montrer que f(x + h) = f(x) + f'(z)h + hgo(h) pour tout
T € R.

2) On suppose que f est dérivable sur tout R.
a) On suppose qu'il existe y € R tel que f(y) = y. Montrer que fof(y+h) =y + u(y)h + 0 (h)

—0

ol on précisera u(y).

_ 2
b) Soit g(x) = zfof (@) — f(z) que lon suppose bien définie sur |y — b, y[ et sur |y, y + b| avec

 fof(z) = 2f(x) + =
b > 0 et avec toujours f(y) = y. Etudier la limite de g(y + h) quand h — 0.




Exercice 6 (Méthode en «)

Soit ug > 0 et w11 = ue” .
1) Montrer que u,, > 0 pour tout n € N.

2) Montrer que u,, — 0.

n—+400
2 11 aug + o (upth)
3) En utilisant que " = 14+h+-+ o (h?), montrer que -~ ”;*Oo
h—0 Up 41 u?{ n—+4o00 unOl

pour tout o > 0.

4) En prenant a = 1, montrer que u,, ~ *.
n—-—4oo ™



