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Gl(E) ©8ª Sl(E)
«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°²±2³3´�µQ¶a·P¶¹¸<º0·

Gl(E)
�¥�<���8� � � "��®:��¡8�¥�>���¼»n½3´0¾ End(E) ¿

«�¬�¥®:¯��£¯n�ÁÀÃÂ"³3ÄQµ
G
º¥´5¾<³3º¥¾�Å3¶U³3º�Æ�·H»�·

Gl(E)
µx·PÇ�¸Sº�·

g2 = Id
Æ0³3ºÈ¶	µ�³3ºcµ

g ∈ G ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶	¸Sº�· CardG ≤
2dim E É ³3´�Æ0³3ºÈ¶�¶e½5Êa³3Ë�Ë�·S´4Ê�·P¶�Æ0½3¶�Ë�³3´4µQ¶U·P¶�¸Sº�· G

·P¾Pµ�½�ÌaÍPÇÎÄÏ·S´�Ð ¿¹Ñ ´Ò»�ÍU»3ºÈÄ�¶U·�¸<º0· Gl(E)
·�¾Sµ��£� � ¢ � ®:Ó�Ô��Õ

Gl(F )
���¦�

E
�¥�<�Ö��� � ¢ � ®:Ó�Ô�� Õ F ¿

«�¬�¥®:¯��£¯n�2×Ø±2³3´�µQ¶a·P¶�¸<º0·
C
Æ4¶PÄ£Ù?ÍÖ»�Ú ºÈ´Ò´4³3Ë�ÌP¶U·�ÛL´�Ä�»�·JÆc³3Ä£´�µ£¾�·�¾Pµ�Êa³3´�´"·eÜ�·'Æ0½3¶�½�¶eÊ ¿ÖÑ ´Ý»�ÍU»3º¥Ä£¶U·Ö¸<º0·�¾�Ä

K = C
½3Ç|³�¶a¾

Gl(E)
������¯ � �>�>�n¬�}Ó>�0®Ö�0®?¯ É Êa³3´0¾PÄQ»�ÍS¶U·P¶ {λ ∈ C/ det

(

A + λ(Id − A)
)

6= 0} Ð ¿
«�¬�¥®:¯��£¯n�}Þàßj´+´4³�µx·

Sl(E) = {u ∈ Gl(E)/ det u = 1} ¿ Â"³3ÄQµ α
ºÈ´"·�áS³�¶�Ë�·�ÇÎÄ�´"ÍU½3Ä£¶U·�´4³�´Á´�ºÈÇ�Ç_·�¾�º¥¶

E
·Sµ

y ∈ Ker\{0}α ¿ ±Á³3´�µQ¶U·P¶�¸Sº�· (Id+α⊗y
)

(x) = x+α(x)y
·�¾Pµ>º¥´âÍSÇ~ÍSË�·S´�µ�»�·

Sl(E) É Ê�·Sµ�·P´"»n³3Ë�³3¶xÆ�ã�Ä�¾�Ë�··�¾Pµ�½�Æ�Æ0·PÇ_ÍHµQ¶e½3´0¾PÙ?·UÊ<µQÄQ³3´¼»�·
E
Ð ¿jÑ ´+»�ÍU»3ºÈÄ�¶U·�¸Sº�·¹Ç_·�Ê�·P´�µQ¶a·H»�· ZGl(E) = K

∗.Id
����ä�>�

ZSl(E) =
{

e
i2π/k.Id/k ∈ {0, · · · ,n − 1}

} �¦�
K = C,

{Id} �:�
K = R

�n�
dimE

�¥�<�Ö�£¢¤Ó>���£®?�
,

{−Id, Id} �¦�
K = R

���
dimE

�¥�<��Ó8���£®:�
.

«�¬�¥®:¯��£¯n�ÁåÃÂ"³3ÄQµ
α
ºÈ´"·�á<³3¶PË�·HÇæÄ£´"ÍU½3Ä£¶U·�´4³3´+´�ºÈÇ�Ç_·�¾�ºÈ¶

E
·Sµ

y ∈ E
µx·PÇ�¸Sº0·

α(y) = 1 ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶H¸<º0·�Æ0³3º¥¶µ�³3ºÈµ
λ ∈ K ç Id + (λ − 1)α ⊗ y

·�¾Pµ�»¥·�»�Í<µx·P¶�Ë�Ä£´4½3´�µ
λ É ½�ÆnÆ�·PÇ_ÍH»3Ä£Ç|½nµ�½�µQÄQ³�´Á»�·¹¶e½�ÆnÆ0³3¶Sµ λ

Ð ¿Â"³3ÄQµ B = (e1, · · · , en)
º¥´"·ÒÌU½?¾<·Ò»�·

E
·Sµ B∗ = (α1, · · · , αn)

¾S½èÌU½?¾<·¤»3º0½3Ç_· ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶+¸Sº�·éÆc³3ºÈ¶
µ�³3ºÈµ

i 6= j ç Ç|½¤µQ¶e½3´0¾PÙ?·UÊ<µQÄÏ³3´ Id + λαi ⊗ ej
É ¶U·P¾�Æ ¿ Ç|½Ò»3Ä£Ç|½nµ�½�µQÄQ³�´

Id + (λ − 1)αn ⊗ en
Ð¤·�¾Pµ�»�·âË�½�µQ¶�ÄÏÊ�·

Bij(λ) = In + λ.Eij
É ¶U·P¾�Æ ¿ Diag(1, · · · , 1, λ)

Ð�»n½3´0¾¹Ç|½âÌU½?¾<· B ¿�Ñ ´¼»�ÍU»3ºÈÄ�¶U·�¸Sº�·�� � ��� u ∈ Gl(E)
���<�é�£�

Ó>® � ¡��8����¡�ê_�8���2¡8�Q�£�c���c�¦� � �ë¡>�Á®:�0Ó8Ó � ®:� det u
�n��¡ ê~�8�ì� � ¢2í>®?�5î��8��¡8�}��®?�����< "��¯n�¦� � ��� É Êa³3´0¾�ÄÏ»�ÍP¶U·S¶Ç|½�Ë�½�µQ¶PÄQÊ�·

A
»�·

u
»n½3´�¾'Ç|½éÌU½?¾�· B ·Sµ Ç~·¹¶UÍ�¾Pº¥Ç|µ�½�µj»�·¹Ç|½�Ë�ºÈÇÎµQÄïÆ4ÇÎÄQÊa½�µQÄÏ³3´+»�·

A
Æ0½3¶'ºÈ´"·¹Ë�½�µQ¶�ÄÏÊ�·

Bij(−λ)
Ð ¿

Ñ ´ð»�ÍU»3ºÈÄ�¶U·{¸Sº�· Sl(E)
�¥�<�2¯ � �>�>�n¬�è·Sµ'¸Sº0·��¦� K = R ñ Gl(E)

�è¡>�È�¬ò¯ � ¢¼Ó � �����"���¥�2¯ � �8����¬���
Gl

+(E) = {u ∈ Gl(E)/ detu > 0} �n� Gl
−(E) = {u ∈ Gl(E)/ detu < 0} ä�>�� � �"�JÔ � ¢¤ó � ¢ � ®?Ó8Ô>��� ¿

ô



«�¬�¥®:¯��£¯n�2õØÂ�Ä
n ≥ 3 ç Ë�³3´�µQ¶U·P¶�¸Sº�·AÆ0³3ºÈ¶¹µ�³3ºÈµ (i, j, k)

»�·Pº�Ü{ö�»�·Pº�Üé»3Ä�¾PµQÄ£´4Ê<µ£¾¹³3´+½
Bij(λµ) = Bik(λ)Bkj(µ)[Bik(λ)]−1[Bkj(µ)]−1

Â�Ä
n = 2 ç Ë�³3´�µQ¶U·P¶�¸Sº�·

B12(λ) =

(

2 0
0 1/2

)

B12(λ/3)

(

2 0
0 1/2

)−1

[B12(λ/3)]−1

Ñ ´Á»¥Íe»�º¥Ä£¶U·H¸<º0·J�£�5÷�® � �>ÓL�â¡8ó�®3�� "ó5¡>� Gl(E) ø ®:�¥��Ó § ¡>� Sl(E) ù ���<� Sl(E) ¿
«�¬�¥®:¯��£¯n�¼úòÂ"³3ÄQµ

u ∈ Sl(E)\{Id} µx·SÇ�¸SºLÚ Ä£Ç�·eÜ3Ä�¾Pµx·�º¥´�ã¥ûaÆ�·P¶xÆ4Ç~½3´ H
»�·

E
Æ0³3ºÈ¶jÇ_·e¸<º0·PÇ

u|H = IdH ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶¸Sº�Ú ½3Ç~³3¶a¾
u
·�¾Pµ�ºÈ´"·�µQ¶e½3´0¾PÙ?·UÊ<µQÄÏ³3´ ¿Â"³3ÄQµ

G
º¥´Ö¾<³3º�¾Pü£Å3¶U³3º�Æ�·J»�·

Gl(E)
´4³3´{ÊU³3´4µx·P´�ºÖ»n½3´�¾

K∗Id
·Sµ>µx·PÇ4¸Sº�·

sGs−1 ⊂ G
Æ0³3º¥¶�µ�³3ºcµ

s ∈ Sl(E) ¿ß�´�Ù:½�Ë�³�´�µQ¶U·P¶�¸SºLÚ ½3Ç|³�¶a¾
G ⊃ Sl(E) ¿ Ñ ´¹Æ0½3¶PµQÄÏÊSºÈÇÎÄÏ·P¶ ç Ê�·PÇ~½�Ä�Ë�Æ4ÇÎÄQ¸<º0· PSl(E) = Sl(E)/ZSl(E)

�����J�:�£¢¤Ó8�£�
·Sµ�¸SºLÚ �8�ý� � ����÷�® � ��ÓL�5¡8�£�<�¦�Q�>ä��ó5¡>� Gl(E)

���<��� � ����¯ � �"���¥�E�ý¡8���>� K∗Id ñ � � ����¯ � �"�¦�£�È�"� Sl(E) ¿þ ÐÒßj´Ý¾Pº�ÆnÆ0³?¾�·
n ≥ 3 ¿¤Ñ ´-ºcµQÄ£ÇæÄ�¾S½3´�µ G 6⊂ K∗Id

·SµJÇ~½ÖÆ4¶U·PºÈÙ?·5»�·éÇeÚ ·eÜ�·P¶UÊSÄQÊ�·âÿ ç Ë�³3´4µQ¶U·P¶é¸SºLÚ Ä�Ç�·eÜ3Ä�¾Pµx·
u ∈ G

·Sµjº¥´"·�µQ¶U½3´0¾�Ù3·eÊ<µQÄÏ³3´
Id + α ⊗ y

µx·SÇï¾�¸Sº�·
u′ = u−1 ◦ (Id − α ⊗ y) ◦ u ◦ (Id + α ⊗ y) ∈ G \ {Id} ¿Â"³3Ä£µ

F =
(

Kerα∩Ker tu(α)
) ·Sµ

z ∈ F \ {0} É Æ0³?¾a¾PÄÏÌPÇ_·¹Êa½3¶ n ≥ 3
Ð ¿ ±2³3´4µQ¶U·P¶	¸Sº�· u′(z) = z ¿ Â�Ä4Æc³3ºÈ¶	µ�³3ºcµ

β ∈ z⊥
³3´2½

β ◦ u′ = β
Ë�³3´4µQ¶U·P¶'¸<º�Ú ½3Ç~³3¶a¾ tu′ É ·Sµ�»�³3´4Ê u′ Ð�·�¾Sµ�ºÈ´"·	µQ¶e½3´0¾PÙ?·UÊ<µQÄQ³�´ ¿ Â�Ä£´4³3´ ç ¾<³3Ä£µ β ∈ z⊥

µx·PÇ�Ç_·
¸Sº0·

u′ ◦ β 6= β ç ½3Ç~³3¶�¾ (u′)−1 ◦ (Id− β ⊗ z) ◦ u′ ◦ (Id + β ⊗ z)
·P¾PµLºÈ´"·	µQ¶e½3´�¾�Ù?·UÊ<µQÄÏ³3´ ¿�� ³3´4Ê G

ÊU³�´�µQÄÏ·S´�µ�½3º
Ë�³�Ä�´0¾JºÈ´"·�µQ¶e½3´0¾PÙ?·UÊ<µQÄQ³�´ ç ·<µ�»�Ú ½�Æ4¶UÍ�¾	ÇUÚ ·eÜ¥·P¶eÊSÄÏÊ�·�� ç ³�´Á½ Sl(E) ⊂ G ¿� Ð¼ß�´\¾�º�Æ�Æc³?¾�·

n = 2 ¿ ±2³�´�µQ¶U·P¶Ö¸SºLÚ Ä£Ç�·eÜ3Ä�¾Pµx· u ∈ G
·Sµ�º¥´"·ÖµQ¶U½3´0¾�Ù?·UÊ<µQÄÏ³3´

Id + α ⊗ y
µx·PÇ�Ç_·é¸Sº0·

u′ =
u−1 ◦ (Id − α ⊗ y) ◦ u ◦ (Id + α ⊗ y) ∈ G \ {K∗Id} ¿ÖÑ ´Ý»�ÍU»3º¥Ä£¶U·�¸SºLÚ Ä£Ç ·eÜ3Ä�¾Pµx· e1 ∈ E

µx·SÇ�¸Sº�·
(e1, e2) ç³��

e2 = u′(e1) ç ¾S³3ÄQµ�ºÈ´"·�ÌU½?¾<·�»�· E ¿ ±2³3´4µQ¶U·P¶H¸Sº0·HÇ~½ÖË�½�µQ¶�ÄÏÊ�·H»�· u′ »�½3´0¾	Ç~½{Ìe½3¾<· (e1, e2)
·P¾Pµj»�·�Ç~½�á<³3¶�Ë�·

U ′ =

(

0 −1
1 v

)

¿ ßj´�Æc³?¾�· B =

(

v/
√

2
√

2

−1/
√

2 0

) ·Sµ
Tλ =

(

1 −4λ/3
0 1

)

¿�� Ç~³3¶�¾ A = B−1(U ′)−1BU ′ ·�¾Pµ>Ç~½
Ë�½nµ£¶PÄÏÊa·J»>Ú ºÈ´5ÍSÇ~ÍPË�·P´4µ�»�·

G
·<µ

ATA−1T−1 =

(

1 λ
0 1

) ·�¾PµL·P´4Êa³3¶U·�Ç~½HË�½�µQ¶�ÄÏÊ�·J»�Ú ºÈ´5ÍSÇ~ÍSË�·S´�µ�»�·
G ¿
	 ³3Ë�Ë�·

(

1 0
λ 1

)

=

(

0 1
−1 0

)(

1 −λ
0 1

)(

0 1
−1 0

)−1

ç ·S´+»�ÍU»3ºÈÄ�¶U·�¸Sº0· Sl2(K) ⊂ G ¿
�

O(E) ©8ª SO(E)
� o3d|p (

E, 〈·, ·〉
) z0V}T<Xe��`3W<T¹TSz�WS^~d_bcd_TSV[��V2`?�0�"TS^~^_T¹RUN���T��cd_o3V2b0T

E
pUo3z0pUT�X��¥l�NSpeRed_T�o3Repei�o3mno3V�`?^_T���`?R�Ra`?�0�"o3Rep

� z0Véi��È�"TSRe�0^�`?Vâb0T
E
[��Vâ`?���"TP^~^_TJRaTPpao3z0ReV�TSl�TSV¥p�b0T

E
pUo3z0pUT'Xel�NSpeRed_TJo3Repei�o3mno3V�`?^_T'��`?RjRa`?���"o3Rep � z0V{XUo3z�X

TSXU��`3W<T	b0T'W<o¥bcd~l�TSV�Xed_o3V
2 � l�o3V¥peRUTSR��¥z�T'W�� T<Xep�`?^_o3RUX�z0VâNS^_NSl�TSV¥p�b0T SO(n) � [

«�¬�¥®:¯��£¯n���ØÂ"³3ÄQµ
u ∈ O(E) ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶�¸Sº�· E

·�¾SµAÇ|½é¾<³3Ë�Ë�·�³�¶Pµ£ãÈ³aÅn³3´"½3Ç~·Ö»�·
E1(u) ç E−1(u)

·Sµ�»�·�Æ4Ç~½3´0¾
¾Pµ�½�ÌPÇ_·�¾jÆc½�¶

u É ³3´�Æ0³3º¥¶P¶e½�Ë�³3´�µQ¶a·P¶¹¸Sº0· u + u−1 ·�¾Pµ�½3ºÈµ�³¦½n»��<³3Ä£´�µÎÐ ¿jÑ ´Á»¥Íe»�º¥Ä£¶U·H¸SºLÚ Ä£Ç>·eÜ3Ä�¾Pµx·¹º¥´·��'ß � »�·
E»n½3´0¾'Ç~½n¸Sº�·PÇ�Ç_·�Ç~½�Ë�½�µQ¶�ÄÏÊ�·�»�·

u
·�¾Sµ�»�·¹Ç|½�á<³3¶PË�·"!



















Ip 0 · · · · · · 0

0 −Iq
¿ ¿ ¿ ¿¿¿¿¿¿ ¿ ¿ ¿ R(θ1)

¿ ¿ ¿ ¿¿¿¿¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ 0
0 · · · · · · 0 R(θk)



















³��
R(θ) =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

¿ Ñ ´5»�ÍU»3ºÈÄ�¶U·	¸Sº�· SO(E)
�����¹¯ � ¢¤Ó>�0¯��¹���¹¯ � �8�>�n¬�ÖÓ8�0®��0®?¯n��·Sµ�¸Sº�· O(E)���<��¯ � ¢¤Ó>�0¯��������0¡�¢¼����¡8�¥��¬-¯ � ¢¤Ó � �����������¯ � �>�>�n¬�¥��Ô � ¢¼ó � ¢ � ®:Ó�Ô��¥� ¿

#



«�¬�¥®:¯��£¯n��$Ø±2³3´�µQ¶a·P¶}¸<º0·
R(θ) =

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)(

1 0
0 −1

)

¿ Â"³3ÄQµ
u ∈ O(E)

·Sµ
k = dim Fix(u) ¿

� Ç~³3¶�¾AÄ£Ç"·eÜ3Ä�¾Pµx· n−k
¶UÍ&%�·eÜ3ÄÏ³3´0¾ É ¶U·P¾�Æ ¿ ¶U·Sµ�³3ºÈ¶�´·PË�·P´�µ£¾hÐ (si)

»�·�Æ0³3Ä£´�µ£¾EÛ>Ü�·P¾
Hi

µx·PÇ�Ç_·�¾�¸Sº�·
u = s1 ◦· · ·◦sn−k·Sµ

Fix(u) ⊂ ∩n−k
i=1 Hi ¿'� ·JÆ4ÇÎº¥¾ ç u

´·�Æ�·PºÈµQü�(SµQ¶U·éÊa³3Ë�Æc³3¾<Ía·Ö»¥·�Ë�³�Ä�´0¾�»�·
n − k

¶UÍ)%A·eÜ�ÄQ³3´�¾ ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶�¸Sº�· çÆc½3¶�Êa³3´�µQ¶U· ç u
·P¾Pµ�Ç_·jÆ4¶U³�»3ºÈÄQµ�»�·H»�·Pº�Ü�¾Pû3Ë�Í<µQ¶�Ä�·�¾ ¿

«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°+* 	 ½3Ç~ÊSºÈÇ~·S¶ ZO(E)
·Sµ

ZSO(E) É »3Ä�¾SµQÄ�´ÈÅ3º0·S¶'Ç_·�¾�Êa½?¾ n = 2 ç n
Æc½�Ä�¶U·�·Sµ

n
Ä�Ë�Æ0½3Ä�¶a·hÐ ¿

«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°�°²±2³�´�µQ¶U·P¶}¸Sº�·â¾PÄ
s
·<µ

s′
¾S³�´�µ�»¥·�¾â¶UÍ&%�·eÜ3ÄÏ³3´0¾ É ¶a·�¾�Æ ¿ »�·P¾{¶a·Sµ�³3ºÈ¶�´"·SË�·S´�µ£¾xÐÒ½�Ç|³3¶�¾}·SÇ�Ç~·P¾{¾S³�´�µ

ÊU³3´,��º�Å�Ía·�¾ É ¶a·�¾�Æ ¿ »n½3´0¾ SO(E)
Ð ¿

Ñ ´ë»�ÍU»3º¥Ä£¶U·}¸<º0·����ì÷4® � ��ÓL�è¡8ó�®3�� 4óè¡8� O(E)
���<�

SO(E) ø �:� n ≥ 2 ù?¿ ±2³3´�µQ¶a·P¶â¸Sº�·Ö�£�ì÷�® � �>ÓL�¡>ó¥®?�� 4óÁ¡8�
SO(E)

�¥�<�
SO(E) ø �¦� n ≥ 3 ù?¿ ±2³3´�µQ¶a·P¶�¸Sº0·H¾PÄ µ :

(

O(E), ◦
)

→ (R, +)
·�¾Sµ�ºÈ´+Ë�³3¶xÆ�ã�Ä�¾�Ë�·

»�·�Å�¶e³3º¦Æ0· ç ½3Ç~³3¶�¾ µ ≡ 1 ¿
«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°cÀ.-�

dim E = 3 ñ ��� � ®?� SO(E)
���<�}�¦�Q¢¤Ó8�£�/!�¾<³3Ä£µ

G 6= {Id} º¥´Ò¾<³3º�¾�Å3¶e³3º¦Æ�·�»3Ä�¾PµQÄ£´¥Å3º�ÍÖ»�·
SO(3)

·Sµ
u ∈ G \ {Id} ¿ ±2³3´�µQ¶a·P¶{¸SºLÚ Ä£Ç�·eÜ3Ä�¾Pµx·{ºÈ´"·5ÌU½?¾<· B = (e1, e2, e3)

³3¶Sµ£ãÈ³3´"³3¶�Ë�Ía·5»�·
E
µx·PÇ�Ç_·5¸Sº�·

MatBu =





1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



 ¿ ±2³3´�µQ¶a·P¶{¸<º�Ú ³3´¼Æ0·Pºcµ'¾�º¦ÆnÆ0³?¾<·S¶â¸<º0· θ ∈]π/2, π] É Êa³3´0¾PÄQ»�ÍS¶U·P¶éÇ_·�¾éÄQµxÍP¶UÍ�¾

uk Ð ¿ ß�´2Æc³3¾<· xt = cos t · e1 + sin t · e2 ç Ë�³3´4µQ¶U·P¶�¸SºLÚ Ä£Çj·UÜ3Ä�¾Sµx· t0 ∈]0, 1[
µx·PÇj¸Sº0· 〈u(xt0), xt0〉 = 0 ¿ ßj´´4³�µx·

s
Ç~½�¾Pû3Ë�Í<µQ¶�Ä�·H³3¶Sµ£ãÈ³aÅn³3´"½3Ç~·�Æ0½3¶¹¶e½PÆnÆc³�¶PµAö

R · y ·Sµ
v = s ◦ u ◦ s−1 ◦ u−1 ¿ ±2³3´4µQ¶U·P¶H¸Sº�· v ∈ G

·SµA¸Sº�·
v
(

u(xt0)
)

= −u(xt0) ¿jÑ ´+»�ÍU»3ºÈÄ�¶U·�¸Sº�· v
·�¾Pµ�ºÈ´2¶U·Sµ�³�º¥¶P´"·PË�·P´4µ�Ä£´4ÊSÇÎº¥¾¹»n½3´�¾

G
Æ4ºÈÄ�¾�¸Sº0·

G = SO(E) ¿
«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°È×0-�

dim E 6= 4 ñ ��� � ®:� SO(E)/ZSO(E)
�¥�<���¦�Q¢¼Ó����1!AÇ_·�¾'Êa½?¾

n = 1
·<µ

2
¾S³3´�µLµQ¶�Ä£Ù�ÄÏ½3º3Ü�·SµLÇ~·

ÊU½?¾
n = 3

·�¾Sµ�ÇeÚ ³�Ì&��·Sµ�»¥·	ÇUÚ ·eÜ�·P¶eÊ<ÄQÊ�· þ�� ¿Â"³3ÄQµ
G
ºÈ´¼¾S³3º¥¾	Å3¶e³3º¦Æ�·Ö»3Ä�¾SµQÄ�´ÈÅ3º0Í�»�·

SO(E)
·Sµ

u ∈ G \ {±Id} ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶�¸SºLÚ Ä�Ç�·eÜ�Ä�¾Sµx·�ºÈ´{Æ4Ç~½3´ P
»�·

E
µx·PÇ8¸Sº�·

u(P ) 6= P ¿ ßj´ÖÆ0³?¾�· F = P + u(P ) ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶�¸<º0· F⊥ 6= {0} ·SµA¸Sº�·�¾�Ä s
·P¾Pµ�Ç~·�¶U·<µ�³3º¥¶P´"·SË�·S´�µ

Æc½3¶�¶e½�ÆnÆ0³3¶Sµ�ö
P
½3Ç|³�¶a¾

v = s ◦ u ◦ s−1 ◦ u−1 ∈ G \ {Id} ·Sµ
v|F⊥ = Id|F⊥ ¿ Â"³3ÄQµ�»n³3´4Ê x ∈ F⊥ \ {0} ·<µ

y ∈ F
µx·SÇ�¸<º0·

v(y) 6= y ¿ ßj´¼´4³�µx· tx ç ty
Ç~·�¾H¶UÍ&%�·eÜ3ÄÏ³3´0¾�Æ0½3¶H¶e½�ÆnÆ0³3¶Sµ�ö

x⊥ ·<µ
y⊥

·<µ
σ = tx ◦ ty ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶¸Sº0·

σ′ = v ◦ σ ◦ v−1 ◦ σ−1 ∈ G ç ¸Sº0· σ′ = tx ◦ tv(y)
·Sµ »n³3´"Ê¹¸<º0·

σ′ ·�¾PµLºÈ´5¶U·<µ�³3º¥¶P´"·PË�·S´�µ Êa³3´�µx·P´�ºâ»�½3´0¾ G ¿
Ñ ´Á»¥Íe»�º¥Ä£¶U·H¸<º0· G

Êa³3´�µQÄ�·P´�µ
SO(E) ¿

2 3547698;:=<'8?>A@ ª @B8;C
> ©8ªED <
<�FB@B6 Djª @B8;C
>
«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°¥Þ Â"³�Ä£µ

Ei ⊂ Ei+1
»�·�¾�¾S³�º�¾Püv·�¾xÆc½nÊ�·P¾5»�·

E
µx·PÇæ¾â¸Sº�·

dim Ei = i
Æc³3ºÈ¶{µ�³�ºÈµ

i ∈ {1, · · · , n} ¿±2³3´�µQ¶U·P¶�¸Sº�·
T = {u ∈ Gl(E)/u(Ei) ⊂ Ei, ∀i} ·�¾Pµ�ºÈ´¤¾S³3º¥¾�üQÅ3¶e³3º¦Æ�·�»�·

Gl(E) ¿ ±Á³3´�µQ¶U·P¶�¸Sº�·JÆ0³3ºÈ¶�µ�³3ºÈµ
u ∈ Gl(E) ç Ä£Ç>·eÜ3Ä�¾Pµx· o ∈ O(E)

·Sµ
t ∈ T

µx·SÇ>¸Sº0·
u = o ◦ t ¿±2³3´�µQ¶a·P¶¹¸<º0·

O(E) × T → Gl(E)
(o, t) 7→ o ◦ t

·�¾Pµjº¥´+ãÈ³3Ë�ÍU³3Ë�³3¶�Æ�ã¥Ä�¾PË�· ¿'Ñ ´¤»¥Íe»�º¥Ä£¶U·�¸Sº0· Gl(E)
·�¾Sµ ãc³3Ë�Íe³3Ë�³3¶xÆ�ãc·�ö

O(E) × R
n(n+1)

2 ¿ ±2³3´4µQ¶U·P¶�¸Sº�·HÇ~½»�ÍeÊa³3Ë�Æ0³?¾�ÄQµQÄÏ³3´¼·eÜ3Ä�¾Pµx·�µ�³�ºG�<³3º¥¶�¾ É Ë�½3Ä�¾J´Ú ·�¾PµEÆ0½?¾'ºÈ´�ÄQ¸<º0· Ð�¾�Ä u ∈ L(E) ¿±2³3´�µQ¶a·P¶�¸Sº�·�¾�Ä
K = C

·Sµ
E
·�¾Sµjã0·P¶�Ë�ÄQµQÄÏ·S´\½3Ç~³3¶a¾�Ç_·�ËH(PË�·�¶UÍ�¾�ºÈÇ|µ�½�µ�·�¾SµAÙ?½3Ç|½�ÌSÇ~·�½3Ù?·UÊ

O(E)
¶U·SË�Æ"Ç|½nÊ�Í

Æc½3¶
U(E) ¿

«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°cåÃ±2³�´�µQ¶U·P¶'¸Sº�·�Æ0³3º¥¶'µ�³3ºcµx·JË�½�µQ¶PÄÏÊa·
A
¾Pû?Ë�ÍSµQ¶PÄÏ¸Sº0·�Æ0³?¾�ÄQµQÄ�Ù3·�Ä£Ç·eÜ3Ä�¾Pµx·

T
µQ¶�ÄÏ½3´¥Å3ºÈÇ~½3Ä�¶U·J¾�º¦Æ0ÍS¶�Ä�·PºÈ¶U·

µx·PÇ�Ç~·Á¸<º0·
A =t TT ¿ Ñ ´ »�ÍU»3ºÈÄ�¶U·Á¸<º0·

det A ≤ a11 × · · · × ann ¿ Ñ ´ »�ÍU»3ºÈÄ�¶a·Á¸Sº0·�Æc³�º¥¶}µ�³3ºcµx·}Ë�½�µQ¶�ÄÏÊ�·
M ∈ Mn(R)

³3´ý½ | det M | ≤ inf
(
∏n

i=1 ‖ci‖,
∏n

i=1 ‖li‖
) ç ³�� ci

É ¶U·P¾�Æ ¿ li
Ð+·�¾PµJÇ|½

i
ü�IPË�·{Êa³3Ç~³3´�´"· É ¶U·�¾xÆ ¿ÇæÄ~Å3´"·hÐÖ»�·

M ¿
«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°Èõ�ßj´²Ë�ºÈ´�ÄQµ

C
»�·+ÇUÚ ³�¶e»3¶U·+Ç_·eÜ3ÄÏÊa³UÅ3¶U½�Æ�ã�ÄÏ¸Sº�· É Ä ¿ · z ≤ z′

¾a¾PÄ�³3´Ã½ <(z) < <(z′)
³3º ³�´ ½

<(z) = <(z′)
·<µ =(z) ≤ =(z′)

Ð ¿5J ³3ºÈ¶2µ�³�ºÈµ�Æ0³3Çæû3´AK�Ë�·+»�·+»�Í�Å3¶aÍ d ç ³3´ ´4³�µx·
λ1(P ) ≤ · · · ≤ λd(P )

L



Ç~·�¾Ö¶e½�ÊSÄ�´·�¾é»�·
P
»n½3´0¾

C
É ³��-·PÇ�Ç_·�¾{½�ÆnÆ0½3¶e½3Ä�¾a¾�·P´�µ�ºÈ´-´4³�Ë�ÌS¶U·é»¥·�áS³3Ä�¾éÍÏÅ�½3ÇAö2Ç_·PºÈ¶ÖË�ºÈÇÎµQÄïÆ4ÇÎÄQÊSÄQµxÍhÐ ¿ Â�Ä P =

Xd +
∑d−1

i=0 aiX
i ç ³�´�Æ0³?¾�· MP =



















0 · · · · · · 0 −a0

1
¿ ¿ ¿ ¿¿¿ ¿¿¿

0
¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿¿ ¿¿¿¿¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ 0

¿¿¿
0 · · · 0 1 −ad−1



















¿ ±2³3´�µQ¶U·P¶H¸SºLÚ Ä£Ç�·eÜ3Ä�¾Pµx· U ∈ U(d)
µx·SÇ�Ç~·�¸<º0·

MP = U













λ1(P ) ∗ · · · ∗
0

¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿¿¿¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ∗
0 · · · 0 λd(P )













U−1 ¿�Ñ ´Á»¥Íe»�º¥Ä£¶U·¹Ç~½�Êa³3´�µQÄ£´�º¥ÄQµxÍ�»�·¹ÇUÚ ½�Æ�Æ4ÇæÄÏÊa½�µQÄQ³�´

R : {Æ0³3ÇÎû3´AK3Ë�·�¾¹»�·H»�·�Å3¶UÍ d} → C
d

P 7→
(

λ1(P ), · · · , λd(P )
)

«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°�úòÂ"³�Ä£µ
u ∈ Gl(E) ¿ ±2³�´�µQ¶U·P¶�¸Sº�·	¾PÄ K = R

½3Ç|³�¶a¾	Ä�Ç8·eÜ3Ä�¾Pµx·¹ºÈ´2ºÈ´�ÄÏ¸Sº0·�Êa³3º�Æ"Ç~·
(o, s) ∈ O(E) ×

Sym++(E)
µx·PÇJ¸Sº0·

u = o ◦ s É ³�� S++(E)
·�¾Sµ�ÇUÚ ·P´0¾<·SË�ÌSÇ~·+»�·�¾Á·P´4»�³3Ë�³3¶�Æ4ã�Ä�¾PË�·�¾}½�ºÈµ�³¦½n»��<³3Ä�´4µ£¾}»�Í£Û�´�Ä�¾

Æc³?¾PÄ£µQÄ áa¾hÐ ¿ ±2³3´4µQ¶U·P¶¹¸<º0·�ÇeÚ ½�ÆnÆ"ÇæÄÏÊU½nµQÄQ³3´
O(E) × Sym++(E) → Gl(E)

(o, s) 7→ o ◦ s

·�¾Pµ�ºÈ´}ãÈ³3Ë�ÍU³3Ë�³3¶xÆ�ã�Ä�¾�Ë�· ¿Â�Ä
K = C

·Sµ
E
·�¾Pµ�ã0·P¶PËHÄQµQÄÏ·S´ ç Ë�³3´4µQ¶U·P¶Ö¸Sº0·ÖÇ_·�ËM(SË�·�¶UÍP¾�ºÈÇÎµ�½�µ'·P¾Pµ�Ù?½3Ç|½¥ÌPÇ~·{½3Ù?·UÊ O(E)

¶a·PË�Æ4Ç|½�ÊaÍ	Æ0½3¶
U(E)

·Sµ
S++(E) =

·P´"»n³3Ë�³3¶xÆ�ã�Ä�¾�Ë�·�¾Jãc·S¶�Ë�ÄQµQÄÏ·S´0¾¹»�Í£ÛL´�Ä�¾�Æc³?¾PÄ£µQÄ á�¾ ¿
«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°+�ØÂ"³�Ä£µ

E
ºÈ´¤·�¾�Æ0½nÊ�· Ñ º0ÊSÇÎÄQ»�ÄÏ·P´ ¿ ßj´2Ë�º¥´�Ä£µ L(E)

»�·�Ç|½Ö´4³�¶�Ë�·H½?¾S³¦ÊSÄ�ÍU·�½3º�Æ"¶e³�»�º¥ÄQµ�¾SÊa½3Ç~½3Ä�¶U·�»�·
E
·Sµ�³3´é´"³�µx·

B
Ç~½�³3º¥Ç_·�º¥´�Ä£µxÍ>á�·P¶PË�Ía·�Æc³3ºÈ¶JÊ�·SµÏµx·�´4³3¶PË�· ¿ ±2³3´�µQ¶U·S¶�¸Sº0· B

·�¾Sµ8ÇeÚ ·P´�Ù3·PÇ|³PÆnÆ0·	Êa³3´�Ù?·UÜ�·	»�·
O(E)É ³3´2Æc³�º¥¶P¶e½ÁºÈµQÄ£ÇæÄ�¾<·S¶�N¹½?ã�´O��½�´4ÊPãÝ·SµJÇ~·�áS½3ÄQµJ¸Sº�·�Ç_·�¾�á<³3¶�Ë�·�¾�ÇÎÄ£´"ÍU½3Ä�¶U·P¾�¾�ºÈ¶ L(E)

¾S³3´4µ�µ�³3ºcµx·�¾é»�·�Ç~½HáS³�¶�Ë�·
Lv(u) = tr(u ◦ v)

Ð ¿ ±Á³3´�µQ¶U·P¶ O(E)
·�¾Sµ�ÇUÚ ·P´�¾<·PË�ÌPÇ_·H»�·�¾jÆ0³3Ä£´�µ£¾¹·eÜnµQ¶UÍPË�½3º�Ü{»�·

B ¿
«�¬�¥®:¯��£¯n�¤°+$ØÂ"³�Ä£µ

G
ºÈ´�¾<³3º¥¾�ü£Å�¶e³3º¦Æ0·	»�·

Sl(E)
¸Sº¥Ä�ÊU³�´�µQÄÏ·S´�µ

SO(E)
¾PµQ¶PÄQÊ�µx·PË�·P´�µ ç ³3´éÙ:½HË�³3´�µQ¶a·P¶�¸Sº�Ú ½3Ç~³3¶�¾

G = Sl(E) ¿
� ½3´0¾AÇ_·�ÊU½3¾ n = 2 ç Ë�³3´�µQ¶U·S¶�¸<º�Ú Ä�Ç"·UÜ3Ä�¾Sµx· λ > 1

µx·PÇ3Æ0³3ºÈ¶�µ�³3ºcµx·JÌU½?¾�·�³3¶Sµ£ãÈ³3´4³�¶�Ë�Ía· B »�·
E
·Sµ8µ�³3ºcµ

k ∈ N ç
G
Êa³3´�µQÄ�·P´�µ�ºÈ´-ÍPÇ_ÍPË�·P´4µ

uk
»n³3´4µ�Ç|½âË�½�µQ¶PÄÏÊa·Ö»n½3´�¾�Ç|½ÁÌe½3¾<· B ·�¾Sµ (λk 0

0 1/λk

)

¿P	 ³3´4ÊSÇÎºÈ¶U·�·P´ÝÊa³3´0¾PÄQ»�ÍS¶e½3´�µ
Ç~·�¾	Ù:½3Ç_·PºÈ¶a¾AÆ4¶U³�Æ4¶U·�¾�»�·P¾�ÍSÇ~ÍPË�·P´4µ£¾�»�·

G
»�·¹Ç|½�áS³3¶PË�·

rθ ◦ uk ◦ r−1
θ ¿

� ½3´0¾{Ç_·}Êa½?¾ n ≥ 3
³3´¤Æ4¶e³¦ÊGIU»�·�Æ0½3¶â¶UÍeÊ<º¥¶P¶U·P´4Ê�·}¾Pº¥¶

n ¿ ±2³�´�µQ¶U·P¶}¸SºLÚ Ä£Ç�·eÜ3Ä�¾Pµx·
(λ1, · · · , λn)

µx·PÇæ¾}¸Sº�·
λ1 × · · · × λn = 1 ç λ1 6= λ2

·Sµ�Æc³�º¥¶éµ�³3ºcµx·5ÌU½?¾<·â³3¶Sµ£ãÈ³3´"³3¶�Ë�Ía· B = (e1, · · · , en)
»¥·

E ç G
Êa³3´4µQÄÏ·P´4µ�ºÈ´

ÍPÇ~ÍSË�·S´�µ
u
»n³3´�µ�Ç|½�Ë�½�µQ¶PÄQÊ�·H»n½3´0¾'Ç~½éÌe½3¾<· B ·�¾Pµ













λ1 0 · · · 0

0
¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿¿¿¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ 0

0 · · · 0 λn













¿ ßj´}´"³�µx· E′ = Vect (e1, · · · , en−1)

·Sµ
G′ = {g ∈ G/g(en) = en, g(E′) ⊂ E′} ¿ ±2³3´�µQ¶a·P¶�¸Sº�· g 7→ g|E′

Ä£´"�<·UÊ<µx·
G′ »n½3´0¾�º¥´Ò¾S³3º¥¾¹Å3¶e³�º�Æ�·�»¥·

Sl(E′)
Êa³3´�µx·P´"½3´�µ>¾SµQ¶�ÄÏÊ<µx·PË�·S´�µ

O(E′) É Êa³3´0¾�ÄÏ»�ÍP¶U·S¶ u ◦w ◦u−1 ◦w−1 ½3Ù3·eÊ w ∈ O(E)
Ù?ÍP¶PÄ Û�½3´�µ

w(en) = en ç
w(e1) = e2

·Sµ
w(e2) = e1

Ð ¿�J ½3¶'ã�û�Æ0³�µ£ãQIP¾<·H»�·¹¶UÍUÊSºÈ¶�¶a·P´4Ê�· ç ³3´+½ G′ Ä�¾S³�Ë�³�¶�Æ�ã0·�ö Sl(E′) ¿AÑ ´+»�ÍU»3º¥Ä£¶U·�¸Sº�·
G
Êa³3´�µQÄÏ·S´�µ�µ�³3ºÈµx·P¾�Ç_·�¾JµQ¶e½3´�Ù?·UÊ<µQÄÏ³3´0¾

Id+α⊗ v
½3Ù?·UÊ

α(en) = 0 ¿
	 ³3Ë�Ë�· B ·P¾PµL¸Sº�·PÇ~ÊU³3´"¸Sº�· ç ·P´}»�ÍU»3º¥Ä£¶U·	¸<º0·
G
Ê�Êa³3´�µQÄÏ·S´�µ µ�³3ºÈµx·P¾	Ç~·P¾	µQ¶e½�´0¾�Ù?·UÊ<µQÄÏ³3´0¾ ç ·Sµj»n³3´4Ê G = Sl(E) ¿

R


