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On appelle systeme différentiel autonome un systeme d’équations différentielles de la forme
(1) X(t) = F(X(t))

ott F: R4 — R? est de classe C''. En particulier, I'existence d’une unique solution maximale
découle du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

On appelle point d’équilibre, toute solution Xy € R? de F(Xo) = 0. Si Xj et un point
d’équilibre, alors la trajectoire constante égale a X est solution du systeme.

On dit qu'un point d’équilibre X est stable si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si
X (t) est une solution de (1) telle que | X (t9) — Xo| < ¢ alors X (¢) est définie pour ¢t > tg et

‘X(t) — X0| < e, Vit >t

On dit qu’un point d’équilibre X, est asymptotiquement stable si pour tout ¢ > 0, il
existe & > 0 tel que si X (t) est une solution de (1) telle que | X (tp) — Xo| < ¢ alorsX (¢) est
définie pour ¢ > tg et

lim X(t) = Xo.

t——+o0

Dans le cas ou F' est linéaire, il est trés facile de classer les point critiques en fonction des
valeurs propres de F'. Dans le cas non-linéaire, I’étude du linéarisé D x,F' fournit une réponse
lorsque les ses valeurs propres ne sont pas imaginaires pures.

Dans la suite on suppose qu’on est en dimension d = 2 et on note F(X) = F(z,y) =

(f(x, ), 9(x,y)).

Etant donné m € [—oo, +00] on définit I’isocline I,,, par

iy 2 9@y _
Im ={(z,y) € R7, F@y) }-

Le long de l’isocline I,,,, la pente % est constante.

On dira qu'une trajectoire du systéme est monotone si c’est le graphe d’une fonction
y = p(x). Pour montrer qu’une trajectoire est monotone, on utilise souvent le théoreme
d’inversion locale pour montrer que t +— xz(t) est inversible et en déduire que y est une
fonction de x.

Exercice 1 - On considere le systeme différentiel

@) {2

y =xz(1+y)

1- Etudier les symétries et les points critiques du systeme, ainsi que les isoclines Iy et [.



Dans ce qui suit, on note A = {(z,y), © >0,y < -1}, B={(z,y), x >0, -1 <y < 0}
et C ={(x,y), x>0,y >0}

2- Préciser le sens du champ dans chacune des régions précédentes.

3- On considere une trajectoire issue d’un point de A. On note G = {(z(t),y(t)), t > 0} son
graphe.

1. Montrer qu’elle est monotone (c’est a dire que Jp : R — R, tel que (x,y) € G <=y =

p(2)).

2. Montrer que cette trajectoire vérifie limy_, o (t) = +00 et limy_, o y(t) = —00.
3. On pose u(x) = @. Montrer que v’ +2u = —1— ﬁ. En déduire que lim, 4o u(z) =
—00.

4. Tracer les trajectoires de A.

4- On considere une trajectoire issue de B. Montrer qu’une telle trajectoire va va nécessairement
dans C.

5- Montrer qu’une trajectoire issue d’un point de C' coupe nécessairement 'axe z = 0 en
temps fini.

6- En déduire que les trajectoires issues de {y > —1} sont fermées. Quelle est la nature du
point critique ?



