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I) Présentation des modèles
Les modèles de trafic routier sont fortement inspirés des modèles de mécanique des fluides et peuvent

être principalement regroupés en trois catégories, qui sont les suivantes : les modèles cinétiques, les modèles
de type particules (par exemple : le modèle Follow-the-Leader) et les modèles de type dynamique des
fluides. Bien évidemment, ces différents modèles sont liés et on notera, entre autres, que les modèles de
type fluide sont issus des modèles de type particules. Les modèles de type mécanique des fluides décrivent
l’évolution dans le temps et l’espace de variables macroscopiques, telles que la vitesse ou la densité. Lorsque
ces quantités sont reliées par une équation de conservation telle que :

∂tρ+ ∂xf(ρ) = 0 (I.1)

où ρ(t, x) représente la densité de véhicules et f(ρ) le flux associé, on obtient un modèle du premier ordre.
Ceux-ci sont notamment dus à Lighthill-Whitham [9] et Richards [10].

En prenant f(ρ) = ρu où u(t, x) représente la vitesse des voitures et en ajoutant une seconde équation
de conservation du moment, on obtient le modèle de Aw-Rascle [1] donné par :{

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
(∂t + u∂x) (u+ p(ρ)) = 0

p(ρ) = ργ . (I.2)

Ici p est la réserve de vitesse, par analogie avec la pression en mécanique des fluides. Ce modèle peut être
réécrit sous la forme conservative suivante :{

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρ(u+ p(ρ))) + ∂x(ρu(u+ p(ρ))) = 0

p(ρ) = ργ . (I.3)

Toutefois, ce modèle admet des limites ; par exemple, la condition ρ 6 ρ∗, où ρ∗ représente la densité
maximale de voitures (situation où les voitures sont pare-chocs contre pare-chocs) n’est pas nécessairement
préservée.

Nous étudierons, dans un premier temps, les améliorations apportées par [4] qui consistent à redéfinir
la réserve de vitesse par

p(ρ) =
(

1
ρ
− 1
ρ∗

)−γ
(γ > 0). (I.4)
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Ainsi, p ∼
ρ→0

ργ ce qui lui confère le même comportement que pour le modèle de Aw −Rascle (I.3) dans
les zones de faible densité. Par contre, étant donné que lim

ρ→ρ∗
ρ<ρ∗

p(ρ) = +∞, la densité maximale devient une

limite qui ne sera jamais atteinte. Finalement, on construit le modèle RMAR (Rescale Modified Aw-Rascle)
en changeant p en εp(ρε) et en prenant la limite formelle lorsque ε → 0+ ; cette limite est notée p̄. On
obtient alors le système avec contraintes :

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0 (I.5a)
∂t(ρ(u+ p̄)) + ∂x(ρu(u+ p̄)) = 0 (I.5b)
0 6 ρ 6 ρ∗, p̄ > 0, (ρ∗ − ρ)p̄ = 0. (I.5c)

Toutefois, le nombre de voies sur une route peut évoluer ; aussi, [3] propose de prendre en compte ce
phénomène. Pour cela, on définit ρ∗ par :

ρ∗(x) =
M∑
j=0

ρ∗j1]rj ,rj+1[(x) (I.6)

où (rj)16j6M est une suite croissante réelle et r0 = −∞, rM+1 = +∞. Ainsi, tout changement du nombre
de voies a lieu en un point rj , j ∈ [[1,M ]]. Pour simplifier, on suppose que sur les sections à une voie la
densité maximale est de 1 et de 2 sur une section à deux voies. Le système (I.5) se note alors sous sa
forme conservative :

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0 (I.7a)
∂t(ρ(u+ p̄)Iα) + ∂x(ρu(u+ p̄)Iα) = 0 (I.7b)
0 6 ρ 6 ρ∗, p̄ > 0, (ρ∗ − ρ)p̄ = 0 (I.7c)

où la fonction Iα est définie par :

Iα(x) =
{

1 si ρ∗(x) = 1
1/α si ρ∗(x) = 2.

(I.8)

Le paramètre α représente le changement de vitesse lors de la modification du nombre de voies, c’est-à-dire
qu’une voiture seule sur une route passerait d’une vitesse u à une vitesse αu en entrant dans une zone à
deux voies.

Enfin, l’un des objectifs de ce stage est de proposer un schéma numérique pour le système (I.5). Dans
ce but nous avons, entre autres étudié le schéma numérique proposé par [7] pour le système d’Euler avec
pression (I.4) qui est plus connu et relativement proche du système (I.5).

La structure du mémoire sera la suivante : dans un premier temps, nous montrerons l’existence de
solution au problème (I.5) puis nous généraliserons ce résultat au modèle multi-voies donné par (I.7). Pour
finir, nous étudierons le schéma numérique proposé dans [7] pour le système d’Euler avec pression (I.4),
ainsi que quelques unes de ses variantes.

II) Étude du modèle à une voie
La preuve de l’existence de solutions pour le modèle à une voie se décompose en deux parties principales :
a) Existence de solutions pour des données initiales particulières.
b) Utilisation de lemmes de compacité pour prouver l’existence de solutions pour des données initiales

quelconques.

II.A) Existence de solution de type bouchons collants
Dans cette partie, on considère ρ(t, x) et ρ(t, x)u(t, x) définis par :

ρ(t, x) =
N∑
i=1

ρ∗1ai(t)<x<bi(t) ρ(t, x)u(t, x) =
N∑
i=1

ρ∗ui(t)1ai(t)<x<bi(t)

tels que a1(t) < b1(t) < a2(t) < b2(t) < · · · < bN (t). Le nombre de blocs est constant par morceaux et
dépend seulement de t. De plus, tant que deux blocs n’entrent pas en collision, ils se déplacent à une
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vitesse constante ui(t). Localement, lorsque deux blocs entrent en collision au temps t∗ et au point x∗ la
densité est donnée par

ρ(t, x) =
{
ρ∗1al(t)<x<bl(t) + ρ∗1ar(t)<x<br(t) si, t < t∗

ρ∗1a(t)<x<b(t) si, t > t∗
(II.1)

et le flux est donné par

ρu(t, x) =
{
ρ∗ul1al(t)<x<bl(t) + urρ

∗1ar(t)<x<br(t) si, t < t∗

ρ∗ur1a(t)<x<b(t) si, t > t∗.
(II.2)

Nous avons également

al(t) = a∗ + ul(t− t∗) bl(t) = x∗ + ul(t− t∗) (II.3a)
ar(t) = x∗ + ur(t− t∗) br(t) = b∗ + ur(t− t∗) (II.3b)
a(t) = a∗ + ur(t− t∗) b(t) = b∗ + ur(t− t∗). (II.3c)

Cette configuration est représentée sur la figure 1.

with a1(t) < b1(t) < a2(t) < b2(t) < · · · < bN (t). The number of blocks N depends on
t, but is piecewise constant. As long as the blocks do not collide, they move at constant
velocity ui(t). When two blocks collide at a time t∗, the density n is given locally by

n(t, x) =

{
n∗1Ial(t)<x<bl(t) + n∗1Iar(t)<x<br(t) if t < t∗,
n∗1Ia(t)<x<b(t) if t > t∗.

(5.2)

and the flux nu by

nu(t, x) =

{
n∗ul1Ial(t)<x<bl(t) + n∗ur1Iar(t)<x<br(t) if t < t∗,
n∗ur1Ia(t)<x<b(t) if t > t∗,

(5.3)

where al(t) = a∗ + ul(t − t∗), bl(t) = x∗ + ul(t − t∗), ar(t) = x∗ + ur(t − t∗), br(t) =
b∗ + ur(t − t∗), a(t) = a∗ + ur(t − t∗) and b(t) = b∗ + ur(t − t∗), with n∗1Ia∗<x<x∗ and
n∗1Ix∗<x<b∗ the two involved blocks at time t∗. The dynamics is exhibited in the following
Figure.
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The left sticky block obtains the velocity of that which is immediately on its right when
they collide. We extend this when more than two blocks collide at a time t∗, by forming
a new block with the velocity of the block on the right of the group.

5.2 Properties of the cluster dynamics

We have the following existence result.

Theorem 5.1 There exists a positive function p̄(t, x) such that with n(t, x) and u(t, x)
defined by (5.1), and with the above defined dynamics, we get a solution to (3.3)-(3.5).

Proof: As long as there is no collision, each block moves at the constant velocity ui, and
(n, u) solves the pressureless Euler system. In a neighbourhood of initial data, the proof
is given in [3]. We look at the case of a collision of two blocks at a time t∗. The case of

23

Figure 1 – Schéma de la collision de deux blocs (Modèle à une voie).

Théorème : II.1 Considérons la densité définie par (II.1), le flux défini par (II.2) et les conditions
(II.3).Il existe alors une fonction p̄(t, x) positive qui définit une solution de (I.5).

Preuve : Notons, pour commencer, que tant qu’il n’y a pas de collision, chaque bloc se déplace à une
vitesse constante ui et les quantités ρ et u sont alors solutions du système d’Euler sans pression 1. On
peut donc prendre p̄(t, x) = 0.

Détaillons ce qui se passe dans le cas où deux blocs entrent en collision au temps t∗ et au point x∗.
Notons, au passage, que le cas de plusieurs collisions simultanées peut être traité de manière analogue. Il
existe α > 0, t0 et t1 tels que sur l’ensemble Ωα défini par

Ωα =
{

(t, x) � t0 < t 6 t∗ et a∗ + ul(t− t∗)− α < x < b∗ + ur(t− t∗) + α
ou t∗ < t < t1 et a∗ + ul(t− t∗)− α < x < b∗ + ur(t− t∗) + α

}
avec les notations précédentes, il y a une seule collision. On définit u(t, x) de sorte que pour tout x ∈ R,
u ≡ ui(t) sur chaque bloc i, on prolonge linéairement u entre deux blocs successifs et u est constante à
±∞. Ainsi, la fonction u est lipschitzienne, donc continue. Soit ϕ ∈ D (Ωα), alors pour toute fonction

1.
{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
(∂t + u∂x) (u) = 0

et ρ 6= 0.

4 POLIZZI Bastien
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continue S et pour 〈., .〉 le crochet de dualité pour les distributions, nous avons

〈∂t (ρS(u)) + ∂x (ρuS(u)) , ϕ〉
= −〈ρS(u), ∂tϕ〉 − 〈ρuS(u), ∂xϕ〉

= −
∫ t∗

t0

(∫ bl(t)

al(t)
ρ∗S(ul)∂tϕdx+

∫ br(t)

ar(t)
ρ∗S(ur)∂tϕdx

)
dt−

∫ t1

t∗

∫ b(t)

a(t)
ρ∗S(ur)∂tϕdxdt

−
∫ t∗

t0

(∫ bl(t)

al(t)
ρ∗urS(ul)∂xϕdx+

∫ br(t)

ar(t)
ρ∗urS(ur)∂xϕdx

)
dt−

∫ t1

t∗

∫ b(t)

a(t)
ρ∗urS(ur)∂xϕdxdt

= −
∫ t∗

t0

(∫ bl(t)

al(t)
ρ∗S(ul) (∂tϕ+ ul∂xϕ) dx+

∫ br(t)

ar(t)
ρ∗S(ur) (∂tϕ+ ur∂xϕ) dx

)
dt

−
∫ t1

t∗

∫ b(t)

a(t)
ρ∗S(ur) (∂tϕ+ ur∂xϕ) dxdt. (II.4)

Soit φ une primitive en x de ϕ(t, x), alors

d

dt

[∫ bl(t)

al(t)
ϕ(t, x)dx

]
= d

dt
[φ(t, bl(t))− φ(t, al(t))]

= (∂tφ) (t, bl(t)) + b′l(t)∂xφ(t, bl(t))− (∂tφ) (t, al(t))− a′l(t)∂xφ(t, al(t))

=
∫ bl(t)

al(t)
∂tϕ(t, x)dx+ b′l(t)ϕ(t, bl(t))− a′l(t)ϕ(t, al(t)).

D’après les conditions établies en (II.3a), nous avons a′l = b′l = ul, donc

−
∫ bl(t)

al(t)
∂tϕ(t, x)dx = − d

dt

[∫ bl(t)

al(t)
ϕ(t, x)dx

]
+ ulϕ(t, bl(t))− ulϕ(t, al(t)). (II.5)

D’autre part, nous avons

∫ t∗

t0

d

dt

[∫ bl(t)

al(t)
ϕ(t, x)dx

]
dt =

[∫ bl(t)

al(t)
ϕ(t, x)dx

]t∗
t0

=
∫ x∗

a∗
ϕ(t∗, x)dx−

∫ bl(t0)

al(t0)
ϕ(t0, x)dx

=
∫ x∗

a∗
ϕ(t∗, x)dx.

Par intégration de (II.5) entre t0 et t∗, nous obtenons :

−
∫ t∗

t0

∫ bl(t)

al(t)
ρ∗S(ul)∂tϕ(t, x)dxdt

= −
∫ x∗

a∗
ρ∗S(ul)ϕ(t∗, x)dx+

∫ t∗

t0

ρ∗S(ul)ulϕ(t, bl(t))dt−
∫ t∗

t0

ρ∗S(ul)ulϕ(t, al(t))dt.

Par ailleurs, pour un terme faisant apparaître la quantité ∂xϕ nous avons directement

−
∫ t∗

t0

∫ bl(t)

al(t)
ρ∗ulS(ul)∂xϕdxdt = −

∫ t∗

t0

ρ∗ulS(ul)ϕ(t, bl(t))dt+
∫ t∗

t0

ρ∗ulS(ul)ϕ(t, al(t))dt.

Nous obtenons alors

−
∫ t∗

t0

∫ bl(t)

al(t)
ρ∗S(ul) (∂tϕ+ ul∂xϕ) dx = −

∫ x∗

a∗
ρ∗S(ul)ϕ(t∗, x)dx. (II.6)

5 POLIZZI Bastien
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De même que pour (II.5), nous avons les égalités suivantes :

−
∫ br(t)

ar(t)
∂tϕ(t, x)dx = − d

dt

[∫ br(t)

ar(t)
ϕ(t, x)dx

]
+ urϕ(t, br(t))− urϕ(t, ar(t)) (II.7a)

∫ t∗

t0

d

dt

[∫ br(t)

ar(t)
ϕ(t, x)dx

]
dt =

∫ b∗

x∗
ϕ(t∗, x)dx (II.7b)

−
∫ b(t)

a(t)
∂tϕ(t, x)dx = − d

dt

[∫ b(t)

a(t)
ϕ(t, x)dx

]
+ urϕ(t, b(t))− urϕ(t, a(t)) (II.7c)

∫ t1

t∗

d

dt

[∫ b(t)

a(t)
ϕ(t, x)dx

]
dt = −

∫ b∗

a∗
ϕ(t∗, x)dx (II.7d)

Par intégration de (II.7a) entre t0 et t∗ et de (II.7c) entre t∗ et t1, nous obtenons

−
∫ t∗

t0

∫ br(t)

ar(t)
ρ∗S(ur)∂tϕ(t, x)dxdt

= −
∫ b∗

x∗
ρ∗S(ur)ϕ(t∗, x)dx+

∫ t∗

t0

ρ∗S(ur)urϕ(t, br(t))dt−
∫ t∗

t0

ρ∗S(ur)urϕ(t, ar(t))dt (II.8a)

−
∫ t1

t∗

∫ b(t)

a(t)
ρ∗S(ur)∂tϕ(t, x)dxdt

=
∫ b∗

a∗
ρ∗S(ur)ϕ(t∗, x)dx+

∫ t∗

t0

ρ∗S(ur)urϕ(t, b(t))dt−
∫ t∗

t0

ρ∗S(ur)urϕ(t, a(t))dt. (II.8b)

Par ailleurs pour les termes faisant apparaître la quantité ∂xϕ, nous avons directement

−
∫ t∗

t0

∫ br(t)

ar(t)
ρ∗urS(ur)∂xϕdxdt = −

∫ t∗

t0

ρ∗urS(ur)ϕ(t, br(t))dt+
∫ t∗

t0

ρ∗urS(ur)ϕ(t, ar(t))dt (II.9a)

−
∫ t1

t∗

∫ b(t)

a(t)
ρ∗urS(ur)∂xϕdxdt = −

∫ t1

t∗
ρ∗urS(ur)ϕ(t, b(t))dt+

∫ t∗

t0

ρ∗urS(ur)ϕ(t, a(t))dt. (II.9b)

Nous obtenons donc d’après (II.4), (II.6), (II.8) et, (II.9) que

〈∂t (ρS(u)) + ∂x (ρuS(u)) , ϕ〉 = −
∫ x∗

a∗
ρ∗S(ul)ϕ(t∗, x)dx−

∫ b∗

x∗
ρ∗S(ur)ϕ(t∗, x)dx+

∫ b∗

a∗
ρ∗S(ur)ϕ(t∗, x)dx

=
∫ x∗

a∗
[ρ∗S(ur)− ρ∗S(ul)]ϕ(t∗, x)dx.

Et donc

∂t (ρS(u)) + ∂x (ρuS(u)) = δ(t− t∗)ρ∗ [S(ur)− S(ul)]1[a∗,x∗](x) (= QS). (II.10)

Clairement pour S = 1, nous avons l’équation de conservation du nombre de voitures. D’autre part, pour
S(u) = u, nous obtenons la quantité

∂t (ρu) + ∂x
(
ρu2) = δ(t− t∗)ρ∗ [ur − ul]1[a∗,x∗](x)

qui est négative tant que ur 6 ul. On note H la fonction de Heaviside et on définit les quantités positives
ρ∗p̄ et ρ∗p̄u par

ρ∗p̄(t, x) = H(t− t∗)ρ∗(ul − ur)1[a∗,x∗] (x− ur(t− t∗))
ρ∗p̄u(t, x) = urH(t− t∗)ρ∗(ul − ur)1[a∗,x∗] (x− ur(t− t∗)) .

Alors, au sens des distributions, nous avons

∂t (ρ∗p̄(t, x)) =δ(t− t∗)ρ∗(ul − ur)1[a∗,x∗] (x− ur(t− t∗))
+H(t− t∗)ρ∗(ul − ur) [−urδ(x− ut(t− t∗)− a∗) + urδ(x− ut(t− t∗)− x∗)]

∂x (ρ∗p̄u(t, x)) =urH(t− t∗)ρ∗(ul − ur) [δ(x− ut(t− t∗)− a∗)− δ(x− ut(t− t∗)− x∗)] .

Nous en déduisons donc que (I.5b) est donnée par

∂t(ρ(u+ p(ρ))) + ∂x(ρu(u+ p(ρ))) = δ(t− t∗)ρ∗ (ur − ul)
[
1[a∗,x∗](x)− 1[a∗,x∗] (x− ur(t− t∗))

]
,

qui est bien nulle.

6 POLIZZI Bastien
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Remarque :

D’après la relation (II.10), nous avons

∂t
(
ρS(u) + ρp̄S

)
+ ∂x

(
ρuS(u) + ρup̄S

)
= 0 (II.11)

avec

ρp̄S(t, x) = H(t− t∗)ρ∗ (S(ul)− S(ur))1[a∗,x∗] (x− ur (t− t∗))

sur l’ensemble Ωα. On définit p̄S(t, x) pour tout x de la même manière que p̄ et nous remarquons que
pour tout compact K, nous avons

TVK
(
ρp̄S

)
= TVK

(
H(t− t∗)ρ∗

∫ ur

ul

S′(ξ)dξ1[a∗,x∗] (x− ur (t− t∗))
)

6 ρ∗ ‖S′‖K̃ |ur − ul|
6 ρ∗ ‖S′‖K̃ TVK(u). (II.12)

II.B) Lemme d’approximation et lemme de compacité
Lemme : 1 Soit ρ0 ∈ L1(R) telle que 0 6 ρ0 6 ρ∗ et u0 ∈ L∞(R). Alors, il existe une suite de conditions
initiales

(
ρ0
k

)
k>0 et

(
ρ0
ku

0
k

)
k>0 telles que

∫
R
ρ0
k(x)dx 6

∫
R
ρ0(x)dx et essinf u0 6 u0

k 6 essupu0 et telles

que, au sens des distributions, nous avons les convergences suivantes : ρ0
k ⇀ ρ0 et, ρ0

ku
0
k ⇀ ρ0u0.

Preuve : Quitte à considérer ρ̃ = ρ
ρ∗ , on suppose dans la suite que ρ∗ = 1. Soit ε > 0, on définit pour

tout n ∈ N∗ :

ρ0
n(x) =

n2∑
i=−n2

min>0

1] in ,
i
n+min[(x) ρ0

nu
0
n(x) =

n2∑
i=−n2

min>0

uin1] in ,
i
n+min[(x),

où les quantités min et uin sont définies par :

min =
∫ i+1

n −
1
n2

i
n

ρ0(x)dx uin = 1
min

∫ i+1
n −

1
n2

i
n

ρ0(x)u0(x)dx. (II.13)

Étant donné que

∀ n ∈ N∗, i

n
−
(
i+ 1
n
− 1
n2

)
= 1
n

(
1− 1

n

)
et comme 0 6 ρ0 6 1, on en déduit que 0 6 min 6 1

n . De plus, uin est bien défini seulement pour min 6= 0.
Soit ϕ ∈ D(R). Alors, il existe N ∈ N∗ tel que supp(ϕ) ∈ [−N ;N ] et nous avons

∫
R
ρ0
n(x)ϕ(x)dx =

∫ N

−N

n2∑
i=−n2

min>0

1] in ,
i
n+min[(x)ϕ(x)dx =

n2∑
i=−n2

min>0

∫ i
n+min

i
n

ϕ(x)dx =
∑
i=−n2

∫ i
n+min

i
n

ϕ(x)dx.

(II.14)

Soit φ une primitive de ϕ. Alors, pour tout n ∈ N∗,∫ i
n+min

i
n

ϕ(x)dx = φ

(
i

n
+min

)
− φ

(
i

n

)
= φ

(
i

n

)
+minφ

′
(
i

n

)
+ m2

in

2 φ′′(xin)− φ
(
i

n

)
où, xin ∈

[
i

n
; i
n

+min

]
= minϕ

(
i

n

)
+ m2

in

2 ϕ′(xin). (II.15)
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Pour n > N nous avons∣∣〈ρ0
n − ρ0;ϕ

〉∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ N

−N
ρ0
n(x)ϕ(x)dx−

∫ N

−N
ρ0(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n2∑

i=−n2

[
minϕ (i/n) + m2

in

2 ϕ′(xin)
]
−
∫ N

−N
ρ0(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ par (II.14) et (II.15)

=

∣∣∣∣∣∣
n2∑

i=−n2

∫ i+1
n −

1
n2

i
n

ρ0(x)ϕ (i/n) dx+
n2∑

i=−n2

m2
in

2 ϕ′(xin)−
∫ N

−N
ρ0(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ (cf (II.13))
6

n2∑
i=−n2

m2
in

2
∣∣ϕ′(xin)

∣∣+
n2∑

i=−n2

∫ i+1
n −

1
n2

i
n

|ϕ (i/n)− ϕ(x)| dx+
n2∑

i=−n2

∫ i+1
n

i+1
n −

1
n2

|ϕ(x)| dx.

(II.16)

Notons M un majorant de ϕ et de sa dérivée et traitons séparément chacun des trois termes,
a. Le terme ϕ(xin) est potentiellement non nul si xin ∈ [−N ;N ]. Or, xin ∈

[
i
n ; in +min

]
⊂
[
i
n ; i+1

n

]
donc pour i /∈ [[−nN,Nn− 1]] , ϕ(xin) = 0 et comme min 6 1

n nous en déduisons que

n2∑
i=−n2

m2
in

2
∣∣ϕ′(xin)

∣∣ 6 nN−1∑
i=−nN

M

2n2 = MN

n
. (II.17)

b. L’intégrale
∫ i+1

n −
1
n2

i
n

|ϕ (i/n)− ϕ(x)| dx est nulle si
[
i
n ,

i+1
n

]
n’est pas dans le support de ϕ c’est à

dire pour i < −nN et i > nN − 1. D’autre part, la fonction ϕ est continue sur le compact [−N,N ]
donc uniformément continue et, par conséquent

∃ µ > 0 � si

∣∣∣∣x− i

n

∣∣∣∣ < µ,

∣∣∣∣ϕ(x)− ϕ
(
i

n

)∣∣∣∣ < ε.

Soit Ñ tel que 1
Ñ

< µ alors pour n > max
{
N, Ñ

}
, nous avons

n2∑
i=−n2

∫ i+1
n −

1
n2

i
n

|ϕ (i/n)− ϕ(x)| dx 6
nN−1∑
i=−nN

ε

n
= 2Nε.

c. Comme précédemment
∫ i+1

n
i+1
n −

1
n2
|ϕ(x)| dx est nulle si

[
i+1
n −

1
n2 ; i+1

n

]
/∈ [−N ;N ]. Par conséquent,

n2∑
i=−n2

∫ i+1
n

i+1
n −

1
n2

|ϕ(x)| dx 6
nN−1∑
i=−nN

M

n2 = 2MN

n
. (II.18)

Soit N0 tel que 1
N0

< ε et N0 > max
{
N, Ñ

}
alors, d’après (II.16), (II.17) et (II.18)), on a

∀ n > N0,
∣∣〈ρ0

n − ρ0;ϕ
〉∣∣ 6 3MN

1
n

+ 2Nε 6 N (3M + 2) ε.

On en déduit donc que
〈
ρ0
n, ϕ

〉
−−−−→
k→∞

〈
ρ0, ϕ

〉
et donc que ρ0

n ⇀ ρ0 au sens des distributions. On démontre
de manière analogue la convergence de la suite

(
ρ0
nu

0
n

)
n∈N.

Lemme : 2 Supposons que la suite (γn)n∈N est bornée dans L∞(]0, T [×R) et qu’elle converge vers γ dans
L∞ω∗(]0, T [×R) et que pour toute fonction Γ ∈ C∞c (R) :∫

R
(γn − γ) (t, x)Γ(x)dx −−−−−→

k→+∞
0 (II.19)

i) pour tout t ∈ [0, T ] ou, ii) dans L1
t (]0, T [). Supposons également que la suite (ωn)n∈N est bornée dans

L∞(]0, T [×R) et qu’elle converge vers ω dans L∞ω∗(]0, T [×R) et que pour tout intervalle compact K = [a, b],
il existe C > 0 tel que pour β = ω ou ωn, la variation totale de β sur K satisfait la relation :

TVK(β(t, .)) 6 C

(
1
t

+ 1
)
.

Alors γnωn ⇀ γω dans L∞ω∗(]0, T [×R) lorsque k →∞.
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Ce lemme est l’un des points clès de la preuve de l’existence de solutions au problème (I.5). C’est un
résultat de compacité par compensation, qui utilise la compacité en espace de la suite ωk et la compacité
en temps de la suite γk pour passer à la limite faible dans le produit γkωk. Afin de démontrer ce résultat,
nous montrerons dans un premier temps le lemme ci-dessous.

Remarque : Dans la suite, ζε est une suite régularisante telle que supp (ζε) ⊂ [−ε, ε] et nous utiliserons
la notation zε = z ∗

x
ζε.

Lemme : 3 Soit ε > 0 et (γn)n>0 une suite bornée de L∞(]0, T [×R) qui converge vers γ dans L∞ω∗(]0, T [×R)
et qui vérifie l’équation (II.19) i) pour tout t ∈ [0, T ] ou, ii) dans L1

t (]0, T [). Supposons également que la
suite (ωn)n∈N est bornée dans L∞ (]0, T [×R). Alors, nous avons (γn − γ)ωεn ⇀ 0 dans L∞ω∗ .

Preuve : On se place dans le cas ii), le cas i) étant déjà détaillé dans [2]. On considère une fonction test
ϕ ∈ C∞c (]0, T [×R) telle que ϕ(t, x) = ϕt(t)ϕx(x) avec ϕt(t) ∈ C∞c (]0, T [) et ϕx ∈ C∞c (R). On cherche à
démontrer que

Jn =
∫ T

0

∫
R

(γn − γ) (t, x)ωεn(t, x)ϕt(t)ϕx(x)dxdt −−−−−→
n→+∞

0

avec ωεn = ωn ∗
x
ζε. On pose

Jn =
∫ T

0

∫
R
In(t, y)dydt avec In(t, y) = ωn(t, y)

∫
R

(γn − γ) (t, x)ζε(x− y)ϕ(t, x)dx

Notons que pour y ∈ R fixé, la fonction x 7−→ ζε(x− y)ϕ(t, x) est C∞ à support compact dans R. D’autre
part, les suites (ωn)n∈N et (γn)n∈N sont bornées dans L∞(]0, T [×R). Soit M un majorant. Alors, pour
tout n ∈ N

|In(t, y)| 6M

∣∣∣∣∫
R

(γn − γ) (t, x)ζε(x− y)ϕ(t, x)dx
∣∣∣∣∫ T

0
|In(t, y)| dt 6

∫ T

0
M

∣∣∣∣∫
R

(γn − γ) (t, x)ζε(x− y)ϕx(x)dxϕt(t)
∣∣∣∣ dt

6M ‖ϕt‖∞
∫ T

0

∣∣∣∣∫
R

(γn − γ) (t, x)ζε(x− y)ϕx(x)dx
∣∣∣∣ dt︸ ︷︷ ︸

−−−−−→
n→+∞

0 par hypothése (II.19)

.

Donc, pour presque tout (t, y) ∈]0, T [×R, In(t, y) −−−−−→
n→+∞

0. D’autre part, nous avons aussi l’estimation
suivante

|In(t, y)| 6M
(
M + ‖γ‖L∞t,x

)∫
R
ζε(x− y) |ϕ(t, x)| dx

et la fonction y 7−→
∫
R ζ

ε(x − y) |ϕ(t, x)| dx est une fonction L1 (]0, T [×R). Donc, par le théorème de
convergence dominée de Lebesgue, Jn −−−−−→

n→+∞
0.

Preuve : (du lemme (2)) On écrit la décomposition suivante :

γnωn − γω = γn (ωn − ωεn) + (γn − γ)ωεn + γ (ωεn − ωε) + (ωε − ω) γ.

Soit ϕ ∈ C∞c (]0, T [×R) et, η > 0.

• Dans un premier temps, nous allons traiter le cas du premier et du quatrième terme que nous
contrôlerons uniformément en n pour ε suffisamment petit. Étant donné que ωn est à variations bornées
en x, nous avons∫ b

a

|ωn(t, x− y)− ωn(t, x)| dx 6 |y|TVK̃(ωn(t, .)) avec, K̃ = [a− 2 |y| , b+ 2 |y|].
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En effet, si f une fonction continue sur R et a, b ∈ R avec a < b. Alors, pour h > 0, N ∈ N tels que
a+ (N − 1)h < b 6 a+Nh, on a∫ b

a

|f(x− h)− f(x)| dx =
N∑
k=0

∫ a+(k+1)h

a+kh
|f(x− h)− f(x)| dx

=
N∑
k=0

∫ h

0
|f(s+ a+ (k − 1)h)− f(s+ a+ kh)| .ds

=
∫ h

0

(
N∑
k=0
|f(s+ a+ (k − 1)h)− f(s+ a+ kh)|

)
.ds

6 |h|TVK̃(f)

avec K̃ = [a− 2 |h| , b+ 2 |h|]. Cette relation se généralise au cas où h = 0 et h < 0 puis, par densité aux
fonctions L∞.

Soit ε < 1. Alors,∫ b

a

∣∣∣∣∫
R

[ωn(t, x− y)− ωn(t, x)] ζε(y)dy
∣∣∣∣ dx 6

∫ b

a

∣∣∣∣∫ ε

−ε
[ωn(t, x− y)− ωn(t, x)] ζε(y)dy

∣∣∣∣ dx
6
∫ ε

−ε

∫ b

a

|ωn(t, x− y)− ωn(t, x)| ζε(y)dxdy

6
∫ ε

−ε
|y|TV[a−2ε,b+2ε](ωn(t, .))ζε(y)dy

6
∫ ε

−ε
εTV[a−2,b+2](ωn(t, .))ζε(y)dy

6
∫ ε

−ε
εCK̃

(
1
t

+ 1
)
ζε(y)dy

6 εCK̃

(
1
t

+ 1
)

avec K̃ = [a− 2, b+ 2] et CK̃ indépendante de ε et de n. La fonction ϕ étant à support compact, on peut
choisir K de sorte que suppx(ϕ) ⊂ K et il existe δ > 0 tel que suppt(ϕ) ⊂ [δ, T ]. Les suites (ωn)n∈N et
(γn)n∈N sont bornées dans L∞ (]0, T [×R) et convergent respectivement vers ω et γ dans L∞ω∗ (]0, T [×R).
Donc il existe M indépendant de n tel que M > ‖α‖∞ avec α ∈

{
(γn)n>0 , (ωn)n>0 , γ, ω

}
. On a alors∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫
R
γn (ωεn − ωn)ϕdxdt

∣∣∣∣∣ 6 ‖γn‖∞
∫ T

δ

∫ b

a

|ωεn − ωn| |ϕ| dxdt

6M ‖ϕ‖∞
∫ T

δ

εCK̃

(
1
t

+ 1
)
dt

6 εM ‖ϕ‖∞ CK̃

(
1
δ

+ 1
)
T.

Donc, pour ε assez petit, nous avons
∣∣∣∫ T0 ∫R γn (ωεn − ωn)ϕdxdt

∣∣∣ < η indépendamment de n. Par le même

raisonnement, nous pouvons monter que
∣∣∣∫ T0 ∫R γ (ωε − ω)ϕdxdt

∣∣∣ < η.

• Pour le terme γ (ωεn − ωε) nous avons∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫
R
γ (ωεn − ωε)ϕdxdt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫ b

a

γ

∫
R

(ωn − ω) (t, y)ζε(x− y)dyϕdxdt

∣∣∣∣∣
=
∫ b

a

(∫ T

0

∫
R

(ωn − ω) (t, y)ζε(x− y)ϕ(t, x)γ(t, x)dydt
)
dx.

Pour x ∈ [a, b] fixé, la fonction (t, y) 7−→ ζε(x − y)ϕ(t, x)γ(t, x) est une fonction L1
t,y car γ et ϕ sont

bornées et ζε est L1. Par hypothèse nous avons ωn ⇀ ω dans L∞ω∗ (]0, T [×R). Donc, nous en déduisons que
la suite fn(x) =

∫ T
0
∫
R (ωn − ω) (t, y)ζε(x− y)ϕ(t, x)γ(t, x)dydt tend vers 0 pour tout x et est bornée par

2M2 ‖ϕ‖∞ donc, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue,
∣∣∣∫ T0 ∫R γ (ωεn − ωε)ϕdydx

∣∣∣ −−−−→
n→∞

0.
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• Le terme (γn − γ)ωεn ⇀ 0 dans L∞ω∗ par le lemme (3). On en déduit donc que γnωn ⇀ γω dans
L∞ω∗(]0, T [×R) lorsque n→∞

II.C) Existence et propriétés des solutions
Propriété : II.1 On considère une suite de solutions (ρn, un, p̄n)n∈N au problème (I.5) avec les régularités
suivantes :

ρn ∈ L∞t
(
]0,∞[;L∞x (R) ∩ L1

x(R)
)

(II.20a)
un, p̄n ∈ L∞t (]0,∞[;L∞x (R)) (II.20b)

et telle que les donnée initiales correspondantes vérifient les conditions

0 6 ρ0
n 6 ρ∗,

(
ρ0
n

)
n∈N est une suite bornée de L1(R)(

u0
n

)
n∈N est une suite bornée de L∞(R).

On suppose également que les conditions suivantes sont vérifiées :

∂tun(t, x) 6 1
t

(II.21a)

essinfy u0
n(y) 6 un(t, x) 6 essupy u0

n(y) (II.21b)
TVK (ρnp̄n(t, .)) 6 2ρ∗TVK(un(t, .)) pour tout compact K (II.21c)

0 6 p̄n, (t, x) 6 essupy u0
n(y). (II.21d)

Alors, quitte à extraire une sous-suite, nous avons (ρn, un, p̄n) ⇀ (ρ, u, p̄), c’est-à-dire que

ρn ⇀ ρ, un ⇀ u, p̄n ⇀ p̄, dans L∞ω∗ (]0, T [×R)

où (ρ, u, p̄) a la régularité de (II.20) et vérifie le système (I.5) pour les données initiales ρ0 et u0 définies
par

ρ0
n ⇀ ρ0 dans L∞ω∗(R), et ρ0

nu
0
n ⇀ ρ0u0

n dans L∞ω∗(R).

Les solutions obtenues satisfont également (II.21a), (II.21b) et (II.21d).

Preuve : La suite
(
u0
n

)
n∈N est bornée dans L∞(R) et la suite (un)n∈N vérifie l’inégalité (II.21b) donc on

en déduit qu’elle est bornée dans L∞ (]0, T [×R). La suite (p̄n)n∈N est également bornée d’après l’inégalité
(II.21d) et, par produit de suites bornées, la suite

(
ρ0
nu

0
n

)
n∈N est aussi bornée. Aussi, quitte à extraire

des sous-suites, il existe u, p̄, ρ0,m0 tels qu’on ait les convergences faibles suivantes dans L∞ω∗ (]0, T [×R) :
un ⇀ u, p̄n ⇀ p̄, ρ0

n ⇀ ρ0, ρ0
nu

0
n ⇀m0 = ρ0u0.

D’autre part, pour ϕ ∈ C∞c (R) et t > 0, d’après (I.5a), nous avons∫ t

0
[∂tρn(s, x) + ∂x (ρnun) (s, x)]ϕ(x)dxds = 0∫

R
(ρn(t, x)− ρn(0, x))ϕ(x)dx =

∫ t

0

∫
R
ρnun(s, x)∂xϕ(x)dsdx∫

R
ρn(t, x)ϕ(x)dx =

∫
R
ρn(0, x)ϕ(x)dx+

∫ t

0

∫
R
ρnun(s, x)∂xϕ(x)dsdx∣∣∣∣∫

R
ρn(t, x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ 6 ρ∗Mϕ + Tρ∗
∥∥u0

n

∥∥
∞Mϕ,

où Mϕ est une constante qui ne dépend que de ϕ. Comme
(
u0
n

)
n∈N est bornée dans L∞, on en déduit

que (ρn)n∈N est bornée dans Ct ([0, T ];D′x), où D′x est munit de la topologie faible par rapport à la
variable x. Cette suite est aussi bornée par ρ∗ dans L∞ (]0, T [×R). Donc, quitte à extraire une sous-suite
elle converge dans Ct ([0, T ];L∞ω∗(R)). De même, on montre qu’il existe q tel que, quitte à extraire une
sous-suite, ρn (un + p̄n) converge vers q dans Ct ([0, T ];L∞ω∗(R)).

D’autre part, pour β = un, n > 0 ou β = u nous avons∫ b

a

|∂xβ| dx−
∫ b

a

1
t
dx

∫ b

a

∣∣∣∣∂xβ − 1
t

∣∣∣∣ dx. (II.22)
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D’après (II.21a) ∂xβ − 1
t 6 0, donc∫ b

a

|∂xβ| dx 6
b− a
t
−
∫ b

a

∂xβ −
1
t
dx 6 2b− a

t
− β(t, b) + β(t, a) 6 2b− a

t
+ 2

∥∥β0∥∥
∞ .

Nous en déduisons qu’il existe C > 0 tel que

∀ n ∈ N, TV[a,b](β) 6 C

(
1
t

+ 1
)
.

D’après le lemme (2) pour ωn = un et γn = ρn ou ρn (un + p̄n), nous avons que : ρnun ⇀ ρu
et ρn (un + p̄n)un ⇀ qu dans L∞ω∗ (]0, T [×R). D’autre part, d’après la propriété (II.21c) nous pouvons
appliquer le lemme (2) à la suite (ρnp̄n)n∈N, d’où : ρnp̄n ⇀ ρp̄ dans L∞ω∗ (]0, T [×R). Ainsi, on obtient une
solution de (I.5). Les autres convergences se montrent aussi facilement.

Théorème : II.2 Soit ρ0 ∈ L1(R) tel que 0 6 ρ0 6 ρ∗ et u0 ∈ L∞(R). Alors, il existe un triplet
(n, u, p̄) avec les régularités (II.20) qui vérifie le système (I.5). De plus, les solutions vérifient les propriétés
(II.21a),(II.21b), (II.21d) et, pour toute fonction S ∈ C1(R) nous avons

∂t
(
ρS(u) + ρp̄S

)
+ ∂x

(
ρuS(u) + ρup̄S

)
= 0 (II.23)

sur ]0,∞[×R avec p̄S ∈ L∞ ([0,∞[×R) et vérifiant
∣∣p̄S∣∣ 6 ‖S′‖L∞(K̃) |p̄| où K̃ =

[
essinfy u0, essupy u0].

Preuve : Pour démontrer ce théorème, on combine le lemme d’existence pour les bouchons collants, le
lemme d’approximation et le résultat de compacité de la manière suivante. D’après le lemme 1 il existe
deux suites

(
ρ0
n

)
n∈N et

(
ρ0
nu

0
n

)
n∈N qui convergent respectivement vers ρ0 et u0. À l’aide de la partie (II.A),

on montre que, pour tout n ∈ N, il existe un triplet (ρn, un, p̄n) qui vérifie le système (I.5c) et ayant pour
régularité (II.20). De plus ρn, un et p̄n vérifient les propriétés (II.21a),(II.21b), et (II.21d).

En appliquant la propriété (II.1) à cette suite, on en déduit l’existence d’un triplet (ρ, u, p̄) ayant pour
régularité (II.20) et solution de (I.5) pour les conditions initiales ρ0 et u0. Les solutions obtenues satisfont
entre autre les propriétés (II.21a),(II.21b), (II.21d). Par conséquent, il ne reste plus qu’a prouver qu’elles
vérifient (II.23).

D’après la remarque de la partie (II.A) (en particulier (II.12)), on peut appliquer le lemme 2 avec
ωn = ρnp̄

S
n d’ou ρnp̄Sn ⇀ ρp̄S . D’autre part, d’après la relation (II.11), nous avons pour ϕ ∈ C∞c (R)

(
ρnS(un) + ρnp̄

S
n

)
(t, x)−

(
ρnS(un) + ρnp̄n

S
)

(0, x) =
∫ t

0
∂x
(
ρnunS(un) + ρnunp̄

S
n

)
(ξ, x)dξ. (II.24)

Soit K un compact tel que supp(ϕ) ⊂ K. Nous avons alors∣∣∣∣∫
R

(
ρnS(un) + ρnp̄

S
n

)
(t, x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫
K

∣∣(ρnS(un) + ρnp̄n
S
)

(0, x)ϕ(x)
∣∣ dx

+
∣∣∣∣∫
K

∫ t

0
∂x
(
ρnun

(
S(un) + p̄Sn

))
(ξ, x)ϕ(x)dξdx

∣∣∣∣
6 ρ∗

(
‖S‖L∞(K) +

∥∥p̄Sn∥∥∞)
+
∣∣∣∣∫
K

∫ t

0

(
ρnun

(
S(un) + p̄Sn

))
(ξ, x)∂xϕ(x)dξdx

∣∣∣∣
6 ρ∗

(
‖S‖L∞(K) +

∥∥u0
n

∥∥
∞

)
+ ρ∗

∥∥u0
n

∥∥(‖S‖L∞(K) +
∥∥u0

n

∥∥
∞

)
Mϕ

où Mϕ est une constante qui ne dépend que de ϕ. La suite
(
u0
n

)
n∈N étant bornée par hypothèse on en

déduit que
(
ρnS(un) + ρnp̄

S
n

)
n∈N est bornée dans Ct ([0, T ];D′x) et donc quitte à extraire une sous-suite

il existe qS tel que ρnS(un) + ρnp̄
S
n ⇀ qS dans Ct ([0, T ];L∞ω∗(R)) pour toute fonction S ∈ C1(R). En

appliquant à nouveau le lemme 2, nous avons

ρn
(
S(un) + p̄Sn

)
un ⇀ qSu dans L∞ω∗ (]0, T [×R) . (II.25)

Notons que dans (II.10), si S est monotone, QS est négative si S est croissante et positive si S est
décroissante. Posons

∂t (ρnS(un)) + ∂x (ρnunS(un)) = QSn .
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Étant donné que
(
QSn
)
n∈N est bornée dans l’espace des distributions c’est aussi une mesure bornée pour

toute fonction S monotone et pour ϕ ∈ C∞c (R), on a
d

dt

∫
R
ρnS(un)ϕ(x)dx−

∫
R
ρnS(un)unϕ′(x)dx =

∫
R
QSndx.

Comme
∫
R ρnS(un)unϕ′(x)dx est aussi bornée, on en déduit donc que(∫

R
ρnS(un)ϕ(x)dx

)
n∈N

est uniformément bornée dans BVt (II.26)

pour toute fonction S. D’autre part, toute fonction S ∈ C1(R) est la somme de deux fonctions monotones.
Aussi, (II.26) reste vraie pour toute fonction S ∈ C1(R). Il reste donc à prouver que (ρnS(un)) ⇀ ρS(u)
dans L∞ω∗ (]0, T [×R). Étant donné que S est continue et que le support de ϕ est compact, S peut être
approchée uniformément par une suite de polynôme sur le support de ϕ donc il suffit de montrer que
ρnu

`
n ⇀ ρu` dans L∞ω∗ (]0, T [×R) pour tout ` ∈ N. Montrons le par récurrence sur `. D’après ce qui précède,

un ⇀ u dans L∞ω∗ (]0, T [×R). Supposons maintenant qu’il existe ` ∈ N tel que :

ρnu
`
n ⇀ ρu`, dans L∞ω∗ (]0, T [×R) .

Par (II.26), la suite
(∫

R ρnS(un)ϕ(x)dx
)
n∈N est uniformément bornée dans BVt donc compact dans

L1
t (]0, T [), Donc par unicité de la limite elle converge vers

∫
R ρS(u)ϕ(x)dx. On peut donc appliquer le

lemme (2) avec γn = ρnu
`
n et ωn = un et nous obtenons

ρnu
`+1
n ⇀ ρu`+1, dans L∞ω∗ (]0, T [×R) .

Par conséquent, nous avons, pour tout S ∈ C1(R)

ρnS(un) ⇀ ρS(u), dans L∞ω∗ (]0, T [×R)

et par unicité de la limite au sens des distributions, on en déduit que qS = ρS(u) +ρp̄S pour toute fonction
S ∈ C1(R).

III) Étude du modèle multi-voies

III.A) Solutions de type bouchons collants pour le modèle multi-voies
Dans le modèle à une voie, nous avons présenté une manière de construire des solutions de type

bouchons collants. Pour le modèle multi-voies, nous allons montrer l’existence de solutions particulières.
Plusieurs cas sont à traiter. Néanmoins, étant donné les similarités de ceux-ci avec le modèle à une voie,
on se contente ici d’exposer les résultats dans le cadre d’un rétrécissement de la voie sans collision. On
définit les quantités suivantes :

ρ(t, x) = ρ∗(x)
N∑
i=1

1ai(t)<x<bi(t) (III.1a)

ρ(t, x)u(t, x) = ρ∗(x)
N∑
i=1

ui1ai(t)<x<bi(t) ρ(t, x)p(t, x) = ρ∗(x)
N∑
i=1

pi1ai(t)<x<bi(t). (III.1b)

Pour simplifier les calculs, nous considérerons dans la suite que la densité ρ∗ passe de 2 à 1 au point
x∗, la première voiture atteignant le rétrécissement au temps t∗ et la dernière voiture au temps t∗∗. La
vitesse sera alors divisée par α et on peut représenter la dynamique de la manière suivante :

On définit localement la densité ρ(t, x), le flux, ρ(t, x)u(t, x) et la pression p(t, x) tels que :

ρ(t, x) =


1ai(t)<x<bi(t) si, t < t∗

1aint(t)<x<x∗ + 21x∗<x<b̄int(t) si, t∗ < t < t∗∗

21ãi(t)<x<b̃i(t) si, t > t∗
(III.2a)

ρ(t, x)u(t, x) =


ui1ai(t)<x<bi(t) si, t < t∗

uint1aint(t)<x<x∗ + 2ūint1x∗<x<b̄int(t) si, t∗ < t < t∗∗

2ũi1ãi(t)<x<b̃i(t) si, t > t∗
(III.2b)

ρ(t, x)p(t, x) =


pi1ai(t)<x<bi(t) si, t < t∗

pint1aint(t)<x<x∗ + 2p̄int1x∗<x<b̄int(t) si, t∗ < t < t∗∗

2p̃i1ãi(t)<x<b̃i(t) si, t > t∗
(III.2c)
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Remark 3.7 In this situation, there is a backward propagation of the queue: before
the narrowing of the road, the cluster size was x⇤ � a⇤ and during the intermediate

state, it increases linearly up to b⇤�x⇤, with finite speed
ui

2↵
=

d

dt
(bint(t)� aint(t)).

Concerning the velocity u into the cluster, the information travels at infinite speed
and the velocity at the end of the block pass instantly from u to u/(2↵).

3.4 Enlargement of the road without collision

Now we explain what happens for a block when the road widens (n⇤(x) was 1 and
becomes 2).

In fact, the block (which comes with n = n⇤ = 1) becomes a block with n = n⇤ =
2, but its speed will be multiplied by the parameter ↵. The dynamic is exhibited
hereafter:

The density n(t, x), the flux n(t, x)u(t, x) and the functional p(t, x) are locally given
respectively by

n(t, x) =

8
><
>:

1lai(t)<x<bi(t) if t < t⇤,

1laint(t)<x<x⇤ + 21lx⇤<x<bint(t)
if t⇤ < t < t⇤⇤,

21lãi(t)<x<b̃i(t)
if t > t⇤⇤,

n(t, x)u(t, x) =

8
><
>:

ui1lai(t)<x<bi(t) if t < t⇤,

uint1laint(t)<x<x⇤ + 2uint1lx⇤<x<bint(t)
if t⇤ < t < t⇤⇤,

2ũi1lãi(t)<x<b̃i(t)
if t > t⇤⇤,

and

n(t, x)p(t, x) =

8
><
>:

pi1lai(t)<x<bi(t) if t < t⇤,

pint1laint(t)<x<x⇤ + 2pint1lx⇤<x<bint(t)
if t⇤ < t < t⇤⇤,

2p̃i1lãi(t)<x<b̃i(t)
if t > t⇤⇤,

with

15

Figure 2 – Schéma de la dynamique lors du passage d’un bloc de une à deux voies

avec :

d

dt
ai(t) = d

dt
bi(t) = ui, ai(t∗) = a∗, bi(t∗) = x∗ (III.3a)

d

dt
aint(t) = uint, aint(t∗) = a∗, aint(t∗∗) = x∗, (III.3b)

d

dt
b̄int(t) = ūint, b̄int(t∗) = x∗, b̄int(t∗∗) = b∗, (III.3c)

d

dt
ãi(t) = d

dt
b̃i(t) = ũi, ãi(t∗∗) = x∗, b̃i(t∗∗) = b∗ (III.3d)

Cette configuration est illustrée à la figure 2.

Lemme : 4 La dynamique décrite par les équations (III.2) et (III.3) vérifie le système (I.7) si et seulement
si,

pint = ui + pi − uint, (ūint, p̄int) =
(uint

2 , α (ui + pi)−
uint

2

)
p̃i = α (ui + pi)− ũi (III.4)

avec les conditions : 0 6 uint 6 ui + pi et, 0 6 ũi 6 α (ui + pi).

Pour les cas listés ci-dessous, on a un lemme analogue :
a) Collision de deux blocs sans changement du nombre de voies.
b) Diminution du nombre de voies sans collision.

Étant donné que les trois comportements décrits ci-dessus ne sont pas instantanés il peut y avoir des
interactions entre eux. On a donc, en plus, les cas ci-dessous qui, ne sont pas de simples superpositions
des cas précédents. Pour simplifier la présentation, on se contentera ici de les énumérer.

a) Un groupe de deux blocs entrent dans un rétrécissement.
b) Collision de deux blocs juste avant un rétrécissement.
c) Un groupe de blocs entrent dans une zone où le nombre de voies augmente.
d) Deux blocs entrant en collision après une augmentation du nombre de voies.
e) Passage de 1 → 2 → 1 voies sans que la dynamique à deux voies n’ait eu le temps de

s’installer.
f) Passage de 2→ 1→ 2 voies sans que la dynamique à une voie n’ait eu le temps de s’installer.

Remarque : 1 On suppose que la vitesse u est prolongée linéairement entre deux blocs dans les zones
de densité nulle et on fera l’hypothèse qu’elle est constante à l’infini. En ce qui concerne la pression, la
contrainte (ρ∗ − ρ) p = 0 impose p = 0 dans les zones de densité nulle et à l’infini. Ainsi, les calculs de la
variation totale de la pression et de la vitesse en x sont modifiés.

Théorème : III.1 Avec les dynamiques décrites ci-dessus, les quantités ρ(t, x), u(t, x) et p(t, x) définies
par les équations (III.1) et la remarque (1) ci-dessus sont solutions du système (I.7).
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Propriété : III.1 On considère les quantités ρ(t, x), u(t, x) et p(t, x) définies par les équations (III.1) et
la remarque (1) ci dessus. Ces fonctions satisfont le principe du maximum :

0 6 u(t, x) 6 2α
(
essupy u0(y) + essupy p0(y)

)
(III.5a)

0 6 p(t, x) 6 2α
(
essupy u0(y) + essupy p0(y)

)
. (III.5b)

Si, de plus, on suppose que les données initiales dans les blocs
(
u0
i

)
16i6N et

(
p0
i

)
16i6N sont à variations

bornées alors, pour tout t ∈ [0, T ], on a pour tout compact K = [a, b]

TVK (u(t, .)) 6 4αM
(
TVK̃

(
u0)+ TVK̃

(
p0)+

∥∥u0∥∥
L∞

)
(III.6a)

TVK (p(t, .)) 6 4αM
(
TVK̃

(
u0)+ TVK̃

(
p0)+

∥∥u0∥∥
L∞

)
(III.6b)

avec K̃ =
[
a− t

(
essupy u0) , b− t (essupy u0)] et M le nombre de changements de nombres de voies

supposé fini.

L’estimation (III.5a) reflète le fait que les voiture peuvent accélérer dans ce modèle. On notera, de
plus, que dans le modèle précédent on avait seulement l’estimation (II.21b).

Preuve : (de la propriété (III.1)) Pour des raisons de concision, nous ne traiterons ici que le cas
critique du passage d’une à deux voies sans collisions, les autres cas critiques se traitent de manière
analogue, notamment le cas de collisions sans changement du nombre de voies et le cas de la diminution
du nombre de voies sans collisions. D’autre part, pour simplifier la présentation, on calculera la variation
totale sur R de u et p.

Au temps t = 0, on considère la dynamique suivante : soit deux blocs B1 = (u0
1, p

0
1) et B2 = (u0

2, p
0
2)

sur une section de route où ρ∗ = 1 on a donc

TVR
(
u0) =

∣∣u0
2 − u0

1
∣∣ et TVR(p0) = 2

(
p0

2 + p0
1
)
.

Au temps t1 > 0, le bloc B1 entre sur la zone à deux voies et ce changement de dynamique a lieu dans
l’intervalle [t1, t2]. Puis dans l’intervalle de temps [t3, t4] avec t3 > t2 le bloc B2 entre dans la zone à deux
voies. Dans la suite, on reprend les notations du lemme (4).
• Pour t ∈]t1, t2[, nous avons que :

u(t, x) = u0
21]−∞,a∗2−u0

2(t3−t)[ + f1(x)1]a∗2−u0
2(t3−t),a∗1 [ + u1,int1]a∗1 ,x∗[ + ū1,int1]x∗,+∞[

où f1 est la fonction affine qui relie la zone à vitesse u0
2 à la zone à vitesse u1,int. Donc,

TVR(u(t, .)) =
∣∣u0

2 − u1,int
∣∣+ |u1,int − ū1,int|

=
∣∣u0

2 − u1,int
∣∣+ u1,int

2
6
∣∣u0

2 − u0
1
∣∣+
∣∣u0

1 − u1,int
∣∣+ u1,int

2 .

Soit u0
1 − u1,int > 0 et, dans ce cas, nous avons

TVR(u(t, .)) 6 TVR(u0) + u0
1 −

u1,int

2 6 TVR(u0) +
∥∥u0

1
∥∥
∞ .

Soit u0
1 − u1,int < 0 et, dans ce cas, comme u1,int 6 u0

1 + p0
1, nous avons

TVR(u(t, .)) 6 TVR(u0) + 3
2u1,int − u0

1 6 TVR(u0) + 2u1,int 6 TVR(u0) + 2
∥∥u0∥∥+ TVR(p0).

Nous en déduisons donc que

TVR(u(t, .)) 6 TVR(u0) + 2
∥∥u0∥∥

∞ + TVR(p0).

D’autre part, la pression a pour expression

p(t, x) = p0
21[a2(t),b2(t)] + p1,int1]a∗1 ,x∗[ + p̄1,int1]x∗,b∗1 [

avec a2(t) < b2(t) < a∗1. Par le lemme (4) on sait que

p̄1,int − p1,int = α
(
u0

1 + p0
1
)
− u1,int

2 − u0
1 − p0

1 + u1,int = (α− 1)
(
u0

1 + p0
1
)

+ u1,int

2 > 0 (III.7)
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car α > 1. Donc

TVR (p(t, x)) = 2p0
2 + p1,int + |p1,int − p̄1,int|+ p̄1,int

= 2
(
p0

2 + p̄1,int
)

= 2
(
p0

2 + α
(
u0

1 + p0
1
)
− u1,int

2

)
6 2α

(
p0

2 + u0
1 + p0

1
)

6 αTVR(p) + 2α
∥∥u0∥∥

∞ .

• Pour t ∈]t2, t3[, le bloc B1 reste sur une portion de route à deux voies et le bloc B2 est encore dans
une zone à une voie, donc

u(t, x) = u2
01]−∞,a∗2−u0

2(t3−t)[ + f2(x)1]a∗2−u0
2(t3−t),b∗1 [ + ũ11]b∗1 ,+∞[

avec f2 une fonction affine qui relie les deux blocs. Par conséquent,

TVR(u(t, .)) =
∣∣u0

2 − ũ1
∣∣ .

Dans le cas où u0
2 − ũ1 > 0 nous avons TVR(u(t, .)) 6 TVR(u0), et dans le cas où u0

2 − ũ1 < 0, nous
obtenons

TVR(u(t, .)) 6 α(u0
1 + p0

1) 6 α
∥∥u0∥∥+ αTVR(p0).

Donc, de manière générale, pour t ∈]t2, t3[, nous avons

TVR(u(t, .)) 6 α
∥∥u0∥∥+ αTVR(p0) + TVR(u0).

Pour la pression, nous avons

TVR (p(t, .)) = TVR

(
p2

01]−∞,a∗2−u0
2(t3−t)[ + p̃11]b∗1 ,+∞[

)
= 2p0

2 + 2αp0
1 + 2αu0

1 car p̃1 = α
(
p0

1 + u0
1
)
− ũ1

6 αTVR(p0) + 2α
∥∥u0∥∥

∞

• Pour t ∈]t3, t4[, le bloc B2 entre dans la zone à deux voies et B1 continue sur une portion à deux
voies, d’où :

u(t, x) = u2,int1]−∞,x∗[ + ū2,int1]x∗,b∗2 [ + f3(x)1]b∗2 ,ã1(t)[ + ũ11]ã1(t),+∞[

avec f3 est la fonction affine qui relie la zone à vitesse ū2,int à la zone à vitesse ũ1 et, ã1(t) > b∗2 pour
t > t3. Par conséquent,

TVR(u(t, .)) = |u2,int − ū2,int|+
∣∣ū2,int − ũ0

1
∣∣ .

Il y a encore deux cas à traiter soit ū2,int − ũ0
1 > 0 et, dans ce cas,

TVR(u(t, .)) 6 |u2,int − ū2,int|+ ū2,int 6
3
2u2,int 6 2u0

2 + 2p0
2 6 TVR(p0) + 2

∥∥u0∥∥
∞ ;

soit ū2,int − ũ0
1 < 0 et nous avons alors

TVR(u(t, .)) = 1
2u2,int + ũ0

1 − ū2,int = ũ0
1 6 α

(
TVR(p0) +

∥∥u0∥∥
∞

)
.

Ainsi, pour t ∈]t3, t4[,

TVR(u(t, .)) 6 αTVR(p0) + 2α
∥∥u0∥∥

∞ .

Pour la pression, nous avons

TVR(p(t, .)) = TVR
(
p2,int1]a∗2 ,x∗[ + p̄2,int1]x∗,b∗2 [ + p̃11]ã1(t),+∞[

)
= p2,int + |p2,int − p̄2,int|+ p̄2,int + 2p̃1.

De même que pour (III.7) on a

p̄2,int − p2,int = (α− 1)
(
u0

2 + p0
2
)

+ u2,int

2 > 0
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d’où

TVR(p(t, .)) = 2p̄2,int + 2p̃1 6 α
(
u0

2 + p0
2
)

+ α
(
u0

1 + p0
1
)
6 2α

∥∥u0∥∥
∞ + αTVR(p0).

• Pour t > t4, les deux blocs se déplacent sur une portion de route à deux voies donc

u(t, x) = ũ11ã1(t)<x<+∞ + f4(x)1b̃2(t)<x<ã1(t) + ũ21−∞<x<b̃2(t).

Ainsi, dans le cas où ũ1 − ũ2 > 0, il vient

TVR(u(t, .)) = ũ1 − ũ2 6 ũ1 6 α
(
u0

1 + p0
1
)
6 α

(
TVR(p0) +

∥∥u0∥∥
∞

)
.

Par symétrie, cette inégalité reste vraie dans le cas où ũ1 − ũ2 < 0. Pour la pression on a

TVR(p(t, .)) = TVR

(
p̃11ã1(t)<x<b̃1(t) + p̃21ã2(t)<x<b̃2(t)

)
= 2p̃1 + 2p̃2

6 2α
(
u0

1 + p0
1 + u0

2 + p0
2
)

6 αTVR(p0) + 4α
∥∥u0∥∥

∞ .

Finalement, dans le cas du passage de une à deux voies, on a :

TVR(u(t, .)) 6 TVR(u0) + 2α
∥∥u0∥∥+ αTVR(p0)

TVR(p(t, .)) 6 αTVR(p0) + 4α
∥∥u0∥∥

∞ .

Toutefois, il est possible que plusieurs blocs entrent en même temps dans une zone où le nombre de voies
augmente. C’est pourquoi, dans le cadre du passage d’une à deux voies sans collision, on a les estimations
suivantes :

TVR(u(t, .)) 6 TVR(u0) + αTVR(p0) + 2Mα
∥∥u0∥∥

TVR(p(t, .)) 6 αTVR(p0) + 4Mα
∥∥u0∥∥

∞

où M est le nombre de changement du nombre de voies.
Les autres cas particuliers sont :

a. Une diminution du nombre de voies de circulations sans collisions.
b. Une collision sans changement du nombre de voies de circulation.

Le cas général est une superposition de ces différents cas et donne les estimations (III.6).

III.B) Variantes pour les lemmes d’approximations et de compacité :
Lemme : 5 Soit ρ0 ∈ L1(R) et u0, p0 ∈ L∞(R) ∩ V B(R) tels que 0 6 ρ 6 ρ∗, 0 6 u0, 0 6 p0 et(
ρ∗ − ρ0) p0 = 0. Alors, il existe une suite de blocs de données initiales

(
ρ0
k, u

0
k, p

0
k

)
k>0 telle que pour tout

k ∈ N : ∫
R
ρ0
k(x)dx 6

∫
R
ρ0(x)dx, (III.8)

essinfy u0(y) 6 u0
k 6 essupy u0(y), essinfy p0(y) 6 p0

k 6 essupy p0(y), (III.9)
TV

(
u0
k

)
6 TV

(
u0) , TV

(
p0
k

)
6 TV

(
p0) (III.10)

et telle que ρ0
k ⇀ ρ0, ρ0

ku
0
k ⇀ ρ0u0 et ρ0

kp
0
k ⇀ ρ0p0 au sens des distributions. Qui plus est, la suite(

ρ0
k, u

0
k, p

0
k

)
k>0 vérifie aussi la contrainte :

∀ k ∈ N,
(
ρ∗(x)− ρ0

k

)
p0
k = 0. (III.11)

Preuve : (Idées générales) Ce lemme est fortement inspiré du lemme 1 et on se contente ici de mettre
en relief les principales différences avec le lemme précédemment cité.

À un ensemble négligeable près, on peut écrire R =
⊔
j∈Z

Ij avec Ij =]aj , aj+1[ un intervalle borné tel

que, sur celui-ci, ρ∗(x) = n∗j ∈ {1, 2}. Toujours à un ensemble négligeable près, pour tout k ∈ N∗, on peut
découper l’intervalle Ij sous la forme :

Ij =
k−1⊔
i=0

]a(k)
j,i , a

(k)
j,i+1[, a

(k)
j,i = aj + i

k
(aj+1 − aj), i ∈ {0, 1, . . . , k} .
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Pour j ∈ Z, k ∈ N∗ et, i ∈ {0, 1, . . . , k}, on pose m(k)
j,i = 1

n∗j

∫ a
(k)
j,i+1

a
(k)
j,i

n0(x)dx. Comme 0 6 ρ0 6 ρ∗, on a

0 6 m
(k)
j,i 6 mes

2(Ij)
k et donc ]a(k)

j,i , a
(k)
j,i +m

(k)
j,i [⊂]a(k)

j,i , a
(k)
j,i+1[ et on pose :

ρ0
k(x) =

k∑
j=−k

k−1∑
i=0

ρ∗j1]a(k)
j,i
,a

(k)
j,i

+m(k)
j,i

[(x)

ρ0
k(x)u0

k(x) =
k∑

j=−k

k−1∑
i=0

ρ∗ju
(k)
j,i 1]a(k)

j,i
,a

(k)
j,i

+m(k)
j,i

[(x), ρ0
k(x)p0

k(x) =
k∑

j=−k

k−1∑
i=0

ρ∗jp
(k)
j,i 1]a(k)

j,i
,a

(k)
j,i

+m(k)
j,i

[(x).

Comme dans le lemme 1, on montre ensuite la convergence des suites définies ci-dessus vers ρ0, ρ0u0 et
ρ0p0. Pour finir, montrons que TV (u0

k) 6 TV (u0) :

TV (u0
k) =

k∑
j=−k

k−1∑
i=0

∣∣∣u(k)
j,i+1 − u

(k)
j,i

∣∣∣+
k∑

j=−k

∣∣∣u(k)
j,k − u

(k)
j+1,0

∣∣∣ 6 TV]a−k,ak+1[(u0)

De même, on peut montrer que TV (p0
k) 6 TV (p0) pour tout k ∈ N∗.

III.C) Existence de solutions faibles au problème (I.7)
On procède comme dans le cas du modèle à une voie. Dans un premier temps, on approche les données

initiales (au sens des distributions) par des bouchons collants, lesquels nous donnent une suite de solutions.
Puis grâce aux lemmes de compacité, on montre que ces suites convergent et qu’elles vérifient le système
(I.7) en ayant comme régularité :

ρn ∈ L∞t
(
]0,∞[, L∞x (R) ∩ L1

x(R)
)

(III.12a)
un, p̄n ∈ L∞t (]0,∞[, L∞x (R)) . (III.12b)

Théorème : III.2 Soit
(
ρ0, u0, p0) des données initiales telles que :

ρ0 ∈ L1(R), u0, p0 ∈ L∞(R) ∩BV (R)

avec 0 6 u0, 0 6 p0, 0 6 ρ0 6 ρ∗ et
(
ρ∗(x)− ρ0(x)

)
p0(x) = 0. Alors, il existe (ρ, u, p) avec les régularités

(III.12) solution du système (I.7) et ayant pour conditions initiales
(
ρ0, u0, p0). De plus, les solutions

obtenues satisfont les inégalités suivantes :

0 6 u(t, x) 6 2α
(
essupy u0(y) + essupy p0(y)

)
(III.13a)

0 6 p(t, x) 6 2α
(
essupy u0(y) + essupy p0(y)

)
. (III.13b)

Lemme : 6 Soit (ρk)k∈N une suite bornée de L∞ (]0, T [×R) telle que pour tout ϕ ∈ Dx(R), la suite(∫
R ρk(t, x)ϕ(x)dx

)
k∈N soit uniformément lipschitzienne continue sur [0, T ], c’est-à-dire :

∃ Cϕ > 0 � ∀ k ∈ N, ∀ s, t ∈ [0, T ],
∣∣∣∣∫

R
(ρk(t, x)− ρk(s, x))ϕ(x)dx

∣∣∣∣ 6 Cϕ. |t− s|

Alors, quitte à extraire une sous-suite, il existe ρ ∈ L∞ (]0, T [×R) telle que ρn ⇀ ρ dans C ([0, T ], L∞ω∗ (Rx))
c’est-à-dire :

∀ Γ ∈ L1 (Rx) , sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫
R

(ρn(t, x)− ρn(s, x)) Γ(x)dx
∣∣∣∣ −−−−−→n→+∞

0.

Remarque : L1(R) est séparable donc il existe une suite de fonctions (fn)n∈N (à support compact)
dénombrable dense (cf [5]). Soit (ζn)n∈N une suite régularisante, alors la suite de fonctions (ψp,q) définie
par ψp,q = fp∗ζq est une suite de fonctions C∞ à support compact dans R dénombrable (par dénombrabilité
de N2) et dense dans L1(R).

2. mesure de l’intervalle.

18 POLIZZI Bastien



Mémoire de M2 Modélisation multi-voies du trafic routier

Preuve : Soit (ϕm)m∈N une suite dénombrable, dense de D (Rx). Pour tout (k,m) ∈ N2, on définit

gk,m(t) =
∫
R
ρk(t, x)ϕm(x)dx.

Étant donnée que la suite (ρk)k∈N est bornée dans L∞ (]0, T [×R), il existe M tel que

‖gk,m(t)‖∞ 6M

∫
R
ϕm(x)dx.

Donc, àm fixé la suite, (gk,m)k∈N est bornée. D’autre part, étant donné que la suite
(∫

R ρk(t, x)ϕm(x)dx
)
k∈N

est uniformément lipschitzienne sur [0, T ], on a avec les notations de l’énoncé que

∀ (t, s) ∈ [0, T ] � |t− s| 6 ε

Cϕm
, |gk,m(t)− gk,m(s)| 6 ε.

Donc la suite (gk,m)k∈N est uniformément équicontinue, bornée et [0, T ] est compact donc, par le théorème
d’Ascoli, pour tout m ∈ N, la suite (gk,m)k∈N est relativement compacte dans C ([0, T ],R).

En particulier, nous savons qu’il existe `0 ∈ C ([0, T ],R) et σ1 : N→ N strictement croissante telle que

gσ0(k),0 −−−−−→
k→+∞

`0, dans C ([0, T ],R) .

De même, la suite
(
gσ0(k),1

)
k∈N est relativement compacte dans C ([0, T ],R), donc il existe `1 ∈ C ([0, T ],R)

et σ1 : N→ N strictement croissante telle que :

gσ0(σ1(k)),1 −−−−−→
k→+∞

`1, dans C ([0, T ],R)

Ainsi, par récurrence, on montre qu’il existe une suite de fonctions σm : N→ N strictement croissantes
telles que :

gσ0(σ1(...σm(k)... )),m −−−−−→
k→+∞

`m, dans C ([0, T ],R) .

On définit alors la fonction σ : N −→ N
k 7−→ σ0(σ1(. . . σk(k) . . . ))

(extraction diagonale) et on a que

∀ m ∈ N, gσ(k),m −−−−−→
k→+∞

`m, dans C ([0, T ],R) . (III.14)

D’autre part, la suite
(
ρσ(k)

)
est bornée dans L∞ (]0, T [×R) donc, quitte à extraire une sous-suite elle

converge faiblement dans L∞ω∗ (]0, T [×R) vers ρ. Donc, pour tout m ∈ N et pour tout ψ ∈ C∞c (]0, T [)∫ T

0

∫
R
ρσ(k)(t, x)ϕm(x)ψ(t)dxdt −−−−−→

k→+∞

∫ T

0

∫
R
ρ(t, x)ϕ(x)ψ(t)dxdt,

ou, en d’autres termes,∫ T

0
gσ(k),m(t)ψ(t)dt −−−−−→

k→+∞

∫ T

0

(∫
R
ρ(t, x)ϕ(x)dx

)
ψ(t)dt.

D’autre part, on déduit d’après (III.14) que

∀ m ∈ N,
∫ T

0
gσ(k),m(t)ψ(t)dt −−−−−→

k→+∞

∫ T

0
`m(t)ψ(t)dt.

Donc par unicité de la limite, on en déduit que pour presque tout t ∈ [0, T ], `m(t) =
∫
R ρ(t, x)ϕ(x). On en

déduit alors que

∀ m ∈ N, essup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫
R

(
ρσ(k)(t, x)− ρ(t, x)

)
ϕm(x)dx

∣∣∣∣ −−−−−→k→+∞
0.

Pour finir, cette convergence reste vraie pour toute fonction ϕ ∈ D (Rx) à cause de l’inégalité

essup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫
R

(
ρσ(k)(t, x)− ρ(t, x)

)
ϕ(x)dx

∣∣∣∣ 6 essup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫
R

(
ρσ(k)(t, x)− ρ(t, x)

)
ϕm(x)dx

∣∣∣∣+ 2M ‖ϕ− ϕm‖L1(Rx)

où M = sup {‖ρk‖∞ , ‖ρ‖∞} < +∞, car la suite (ρk)k∈N est bornée dans L∞ (]0, T [×R). Puis, on conclut
par densité des fonctions C∞c (Rx) dans L1(Rx).
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Preuve : (du théorème (III.2)) D’après le lemme 5, il existe une suite de données initiales
(
ρ0
k, u

0
k, p

0
k

)
k∈N

qui vérifie les conditions (III.8) à (III.11) et qui converge dans L∞ω∗(R) vers
(
ρ0, u0, p0). D’après le théorème

III.1, il existe donc une suite (ρk, uk, pk)k∈N telle que pour tout k ∈ N, (ρk, uk, pk) ait pour régularité
(III.12), soit solution du système (I.7) et, vérifie les estimations (III.5) et (III.6).

Étant donné que pour tout k ∈ N, ρk vérifie (I.7c), on en déduit que la suite (ρk)k∈N est bornée donc,
quitte à extraire une sous-suite il existe ρ ∈ L∞ (]0, T [×R) telle que : ρk ⇀ ρ dans L∞ω∗ (]0, T [×R). D’autre
part, grâce aux estimations sur les suites (uk)k∈N et (pk)k∈N fournies par les inégalités (III.5) et (III.9),
on en déduit que ces suites sont bornées dans L∞ (]0, T [×R) et donc, à nouveau, quitte à extraire des
sous-suites il existe u, p ∈ L∞ (]0, T [×R) tel que uk ⇀ u et pk ⇀ p dans L∞ω∗ .

On cherche maintenant à passer à la limite dans les équations aux dérivées partielles. Pour cela, on
commence par montrer des convergences dans C ([0, T ], L∞ω∗ (Rx)) pour T > 0. En effet, par intégration
de (I.7b), nous avons

∀ T >, ∀ ϕ ∈ D (Rx) , ∀ t, s ∈ [0, T ], ∀ k ∈ N∫
R

[ρk(uk + pk)(t, x)− ρk(uk + pk)(s, x)] Iαϕ(x)dx =
∫
R

∫ t

s

(ρkuk(uk + pk)Iα)∂xϕ(x)dτdx∣∣∣∣∫
R

[ρk(uk + pk)(t, x)− ρk(uk + pk)(s, x)] Iαϕ(x)dx
∣∣∣∣ 6 ρ∗2C2 |t− s|

∫
R
|∂xϕ(x)| dx (III.15)

où C est un majorant des suites (uk)k∈N et, (pk)k∈N (existe car ces suites sont bornées dans L∞ (]0, T [×R)).
La suite (ρk(uk + pk)Iα)k∈N est bornée (car les suites (ρk)k∈N , (uk)k∈N et (pk)k∈N sont bornées) et par ce
qui précède elle est uniformément lipschitzienne donc d’après le lemme 6 il existe q ∈ L∞ (]0, T [×R) tel
que

ρk(uk + pk)Iα −−−−−→
k→+∞

q, dans C ([0, T ], L∞ω∗(Rx)) pour tout T > 0.

Par intégration de l’équation (I.7a), on obtient une estimation analogue à (III.15) et on obtient d’après le
lemme (6) que

ρk −−−−−→
k→+∞

n, dans, C ([0, T ], L∞ω∗(Rx)) pour tout T > 0.

Afin de traiter le passage à la limite dans les produits, comme dans la dernière partie de la preuve du
théorème II.1 on applique le lemme de compacité par compensation 2 (en remarquant que C 6 C

( 1
t + 1

)
)

aux suites (γk, ωk) = (ρk, uk) ou (ρk, pk) ou (ρk(uk + pk)Iα, uk) et on obtient les convergences suivantes :

ρkuk ⇀ ρu, dans L∞ω∗ (]0, T [×R) (III.16a)
ρkpk ⇀ ρp, dans L∞ω∗ (]0, T [×R) (III.16b)

ρk(uk + pk)Iαuk ⇀ qu, dans L∞ω∗ (]0, T [×R) . (III.16c)

De ces convergences, nous en déduisons que ρk(uk + pk)Iα ⇀ ρ(u+ p)Iα dans L∞ω∗ (]0, T [×R) et donc que
q = ρ(u+ p)Iα. D’où,

ρk(uk + pk)Iαuk ⇀ ρ(u+ p)Iαu, dans L∞ω∗ (]0, T [×R) . (III.16d)

On en déduit donc que le triplet (ρ, u, p) est solution de (I.7), ce qui conclut la première partie de la
preuve.

Il reste à démonter que ρ0, u0 et, p0 sont bien les conditions initiales du problème. On montre facilement
que pour tout ϕ ∈ C∞c ([0,+∞[t×Rx) et pour tout k ∈ N∫ +∞

0

∫
R

(ρk∂tϕ+ ρkuk∂xϕ) (t, x)dxdt+
∫
R
ρ0
k(x)ϕ(0, x)dx = 0∫ +∞

0

∫
R
Iα (ρk(uk + pk)∂tϕ+ ρk(uk + pk)uk∂xϕ) (t, x)dxdt+

∫
R

(
Iαρ

0
k(u0

k + p0
k)
)

(x)ϕ(t, x)dx = 0,

et comme on a les convergences ρ0
k ⇀ ρ0, ρ0

ku
0
k ⇀ ρ0u0, et ρ0

kp
0
k ⇀ ρ0p0 dans L∞ω∗ (R), et par les

convergences (III.16), on en déduit que :∫ +∞

0

∫
R

(ρ∂tϕ+ ρu∂xϕ) (t, x)dxdt+
∫
R
ρ0(x)ϕ(0, x)dx = 0∫ +∞

0

∫
R
Iα (ρ(u+ p)∂tϕ+ ρ(u+ p)u∂xϕ) (t, x)dxdt+

∫
R

(
Iαρ

0(u0 + p0)
)

(x)ϕ(t, x)dx = 0.

Donc (ρ, u, p) est solution (I.7) pour les conditions initiales ρ0, u0 et, p0.
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Résultat de compacité :

Le théorème qui suit est un résultat de compacité et la preuve de celui-ci est contenue dans celle du
théorème (III.2).

Théorème : III.3 Considérons une suite de solutions (ρk, uk, pk)k∈N telle que ρk, uk et, pk ont les
régularités définies par (III.12) et vérifient le système (I.7) et les inégalités suivantes :

∀ k ∈ N, p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×R, 0 6 uk(t, x) 6 Cα

∀ k ∈ N, p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×R, 0 6 pk(t, x) 6 Cα

∀ K = [a, b] ⊂ R, ∀ k ∈ N, p.p. t ∈]0,+∞[, TVK (uk(t, .)) 6 Cα,M,K

∀ K = [a, b] ⊂ R, ∀ k ∈ N, p.p. t ∈]0,+∞[, TVK (pk(t, .)) 6 Cα,M,K

où Cα (respectivement Cα,M,K) est une constante positive qui dépend de α (respectivement α,M et
K). Alors, quitte à extraire une sous-suite (ρk, uk, pk) ⇀ (ρ, u, p) dans L∞ω∗ (]0,+∞[×R), où (ρ, u, p) est
solution du système (I.7) et ρ et u satisfont aussi :

p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×R, 0 6 u(t, x) 6 Cα

p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×R, 0 6 p(t, x) 6 Cα

IV) Étude des schémas numériques pour un système d’Euler
avec congestion

Dans le but d’adapter le schéma numérique proposé dans [7], nous avons cherché à reproduire quelques-
unes des simulations qui y sont faites et à les comparer avec certaines variantes.

IV.A) Présentation du problème et du schéma numérique
Le modèle

Dans cette partie, on considère le système d’ordre deux d’Euler suivant :

∂tρ+∇x.q = 0 (IV.1a)

∂tq +∇x.
(
q ⊗ q
ρ

)
+∇xp(ρ) = 0 (IV.1b)

où ρ est la densité, p la pression qui est reliée à la densité par la formule (I.4) et q le moment défini par
q = ρu, avec u la vitesse. Dans ce modèle, la pression admet deux dynamiques très différentes. En effet,
dans les régions où la densité se rapproche de la densité maximale ρ∗, la pression devient infinie et dans
les régions à faible densité, la pression tend vers zéro. Dans le but de séparer les dynamiques de congestion
des dynamiques de décongestion (zones où la densité se rapproche de zéro), on redéfinit p(ρ) par εp(ρ) de
telle sorte que dans les régions de faible densité p(ρ) = O(ε). Ainsi, en notant ρε et qε les inconnues, le
système (IV.1) devient :

∂tρ
ε +∇x.qε = 0 (IV.2a)

∂tq
ε +∇x.

(
qε ⊗ qε

ρε

)
+∇x (εp(ρε)) = 0. (IV.2b)

La limite lorsque ε tend vers zéro de εp(ρε) dépend de la limite de ρε et en particulier, dans le cas où ρε
tend vers ρ∗, la limite p̄ = lim

ε→0
εp(ρε) peut être non nulle. Toutefois, on supposera qu’elle est toujours

finie. En prenant la limite formelle de (IV.2), on obtient le système suivant :

∂tρ+∇x.q = 0 (IV.3a)

∂tq +∇x.
(
q ⊗ q
ρ

)
+∇xp̄(ρ) = 0. (IV.3b)

avec les contraintes (I.7c).

Notons que le système (IV.3) est différent du système (I.5). D’autre part, étant donné que l’on ne
connait pas p̄, on ne peut pas résoudre le système (IV.3). Aussi, on cherche à résoudre le système (IV.2)
pour de petites valeurs de ε. Cependant, les difficultés liées à la pression qui tend vers l’infini lorsque ρ
tend vers ρ∗ et au fait que ε tend vers 0 sont les mêmes, d’où l’étude de ce schéma.
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Semi-discrétisation en temps

Soit ρn et qn les approximations respectives de la densité et du moment au temps tn = n∆t, où ∆t est
le pas en temps. La première idée est de discrétiser en temps de la manière suivante :

ρn+1 − ρn

∆t +∇x.qn+1 = 0 (IV.4a)

qn+1 − qn

∆t +∇x.
(
qn ⊗ qn

ρn

)
+∇x

(
εp
(
ρn+1)) = 0. (IV.4b)

Notons que l’un des objectifs est d’obtenir un schéma AP (Asymptotique Preserving), c’est-à-dire qui
permet d’obtenir une solution dont le comportement coïncide avec le système limite lorsque ε tend vers
zéro. Dans ce but, il est crucial de discrétiser en temps de manière implicite ρ et q. Néanmoins, les schémas
totalement implicites sont généralement plus coûteux et produisent plus d’oscillations ; aussi, on découpe
dans le schéma (IV.4) la pression en une partie explicite p0 et une partie implicite p1. L’équation (IV.4b)
s’écrit alors de la manière suivante :

qn+1 − qn

∆t +∇x.
(
qn ⊗ qn

ρn

)
+∇x (εp0 (ρn)) +∇x

(
εp1

(
ρn+1)) = 0. (IV.5)

Toutefois, l’introduction d’une partie explicite impose une condition de stabilité liant les pas de temps et
d’espace appelée condition CFL. Ici, à ε fixé, la CFL est de la forme suivante :

∆t 6 σ∆x
maxρ,q

{∣∣∣ qρ ∣∣∣+
√
εp′0(ρ)

} . (IV.6)

Pour que cette condition puisse être vérifiée, notamment dans les cas de congestion, il faut que la quantité
max

{∣∣∣ qρ ∣∣∣+
√
εp′0(ρ)

}
soit finie. Étant donnée que p′(ρ) −−−−→

ρ→ρ∗
+∞, définir p0 de sorte que ses dérivées

soient bornées pour ρ proche de ρ∗ permet d’avoir une condition de stabilité non vide. Pour cela, on
définit la partie explicite de la pression par

p0(ρ) =
{

1
2p(ρ) si ρ 6 ρ∗ − δ
1
2
(
p(ρ∗ − δ) + p′(ρ∗ − δ)(ρ− ρ∗ + δ) + 1

2p
′′(ρ∗ − δ)(ρ− ρ∗ + δ)2) si ρ > ρ∗ − δ

(IV.7)

où δ = ε
1
γ+2 . Ainsi, p0 et ses dérivées restent bornées lorsque ρ approche de ρ∗ et lorsque ε tend vers zéro.

A partir de la partie explicite, on définit la partie implicite par

p1(ρ) = p(ρ)− p0(ρ) (IV.8)

En injectant (IV.5) dans l’équation (IV.4a), on obtient l’équation implicite en ρn+1 suivante :

ρn+1 − ρn

∆t +∇x.qn −∆t∇2
x.

(
qn ⊗ qn

ρn

)
−∆t∆x

(
εp1

(
ρn+1))−∆t∆x (εp0 (ρn)) = 0. (IV.9)

Ainsi, une fois ρn+1 calculé comme solution d’un système non linéaire, on détermine facilement qn+1 à
partir de (IV.4b).

Discrétisation en temps et en espace

Soit (xj)06j6J une subdivision de [0, 1] telle que x0 = 0, xJ = 1 et xj+1 − xj = ∆x pour tout
j ∈ [[0, J − 1]]. On discrétise en espace les équations (IV.9) et (IV.4b) selon la méthode de Rusanov [8] et
on obtient l’équation implicite suivante en p1 :

ρ
(
(p1)n+1

j

)
−
(

∆t
2∆x

)2
ε
[
(p1)n+1

j+2 − 2(p1)n+1
j + (p1)n+1

j−2
]

= ρnj −
∆t

2∆x
(
qnj+1 − qnj−1

)
+ ∆t

2∆x

(
Cnj+ 1

2

(
ρnj+1 − ρnj

)
− Cnj− 1

2

(
ρnj − ρnj−1

))
+ ∆t2

2∆x2

(
Fnj+ 3

2
− Fnj+ 1

2
− Fnj− 1

2
+ Fnj− 3

2

)
(IV.10)

où Fn
j+ 1

2
et Cn

j+ 1
2
sont respectivement le flux centré explicite, et le coefficient de diffusion local définis par

Fnj+ 1
2

= 1
2

[(
qnj
)2

ρnj
+
(
qnj+1

)2
ρnj+1

+ εp0
(
ρnj+1

)
+ εp0

(
ρnj
)]
− 1

2C
n
j+ 1

2

(
qnj+1 − qnj

)
(IV.11a)

Cnj+ 1
2

= max
{∣∣∣∣∣ qnjρnj

∣∣∣∣∣+
√
εp′0

(
ρnj
)
,

∣∣∣∣∣ qnj+1

ρnj+1

∣∣∣∣∣+
√
εp′0

(
ρnj+1

)}
. (IV.11b)
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Une fois
(
pn+1

1
)

06j6J déterminée, on détermine à l’aide de la méthode de Newton
(
ρn+1)

06j6J , puis on
en déduit

(
qn+1
j

)
06j6J à l’aide de la formule suivante :

qn+1
j = qnj −

∆t
∆x

(
Fnj+ 1

2
− Fnj− 1

2

)
− ∆t

2∆xε
(
p1
(
ρn+1
j+1
)
− p1

(
ρn+1
j−1
))
. (IV.12)

Pour déterminer pn+1
1 à partir de pn1 et qn, on doit dans un premier temps déterminer ρn à l’aide

d’une méthode de Newton scalaire puis résoudre le système (IV.10) à l’aide d’une méthode de Newton
vectorielle. Notons que la Jacobienne du système peut être calculée explicitement et qu’elle est tridiagonale
symétrique.

IV.B) Schéma semi-implicite en pression
Afin de reproduire les simulations décrites dans [7], nous avons programmé le modèle (IV.10)-(IV.12)

en MatLab.

Exemple de décongestion et de congestion

Dans toute la suite, les données initiales seront représentées sur les graphiques par des pointillés bleus
- - -. Sur les graphiques de gauche, on observera la densité et sur ceux de droite, la vitesse.
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Figure 3 – Décongestion à t = 0, 25 pour le schéma semi-implicite en pression (IV.12) et (IV.10)(
ε = 10−3,∆x = 5.10−3,∆t = 5.10−5, γ = 1

)
.
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Figure 4 – Congestion à t = 0, 05 pour le schéma semi-implicite en pression (IV.12) et (IV.10)(
ε = 10−3,∆x = 5.10−3,∆t = 5.10−5, γ = 1

)
.

Les figures 3 et 4 représentent l’évolution en temps de la densité et de la vitesse pour des conditions
initiales différentes. La figure 3 est un exemple de décongestion et la figure 4 illustre une congestion. On
notera l’importance des oscillations dans le cas de congestion, notamment pour la vitesse. Ce phénomène
ne dépend pas de la précision imposée dans les méthodes de Newton, mais peut être réduit en diminuant
les pas en temps et d’espace. En effet, dans ce cas, les oscillations restent localisées aux extrémités des
zones de changement de dynamique.
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Difficultés rencontrées

Pour calculer pn+1
1 à partir de la formule (IV.10), il faut connaître au temps précédent la densité ;

aussi, il est proposé dans l’article [7] d’utiliser la méthode de Newton pour déterminer ρn à partir de pn1 .
Étant données les brusques variations de dynamique que l’on cherche à observer, utiliser comme point
de départ pour la méthode de Newton la densité au temps précédent s’est avéré être une approximation
trop grossière. Pour pallier à ce problème, nous avons fait une dichotomie pour calculer une première
approximation de ρn, puis à l’aide de la méthode de Newton, nous avons déterminé une approximation
plus fine.

L’une des contraintes imposées par le modèle est d’avoir toujours ρ < ρ∗ ; aussi, écrire le schéma
numérique en terme de pression permet d’éliminer cette contrainte comme le souligne [7], car la pression
(en particulier p1) peut être infinie. Néanmoins, au-delà d’une certaine taille, MatLab ne sait plus gérer
les nombres. Pour pallier à ce problème, qui apparaît dans les cas de congestion, nous avons imposé une
contrainte supplémentaire sur p1, afin de le fixer au delà d’une certaine valeur. L’autre piste explorée dans
la suite de ce mémoire est le calcul en densité plutôt qu’en pression.

Le schéma numérique tel que nous l’avons programmé est sensible à la densité de transition 3 dans le
sens qu’il diverge dès que la densité s’approche de cette valeur critique. Une piste pourrait être de vérifier
si le problème est dû aux erreurs de calcul issues du changement de méthode pour calculer la dérivée de
l’application p1 7−→ ρ qui intervient dans le calcul de la Jacobienne.

IV.C) Comparaison avec le schéma implicite en pression (IV.4)
Schéma et exemple

Étant donné les difficultés rencontrées dans la mise en oeuvre du schéma semi-implicite en pression et
l’impossibilité de réaliser des simulations dans le cas général, une première alternative a été de tester la
version implicite en pression du modèle numérique (IV.4), c’est-à-dire le schéma semi-discrétisé (IV.4).
Après discrétisation en espace, le schéma est donné par l’équation (IV.12) et

ρ
(
pn+1
j

)
−
(

∆t
2∆x

)2
ε
[
pn+1
j+2 − 2pn+1

j + pn+1
j−2
]

= ρnj −
∆t

2∆x
(
qnj+1 − qnj−1

)
+ ∆t

2∆x

(
C̃nj+ 1

2

(
ρnj+1 − ρnj

)
− C̃nj− 1

2

(
ρnj − ρnj−1

))
+ ∆t2

2∆x2

(
F̃nj+ 3

2
− F̃nj+ 1

2
− F̃nj− 1

2
+ F̃nj− 3

2

)
(IV.13)

et, en remplaçant le flux et le coefficient de diffusion local par :

C̃nj+ 1
2

= max
{∣∣∣∣∣ qnjρnj

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ qnj+1

ρnj+1

∣∣∣∣∣
}

F̃nj+ 1
2

= 1
2

[(
qnj
)2

ρnj
+
(
qnj+1

)2
ρnj+1

]
− 1

2 C̃
n
j+ 1

2

(
qnj+1 − qnj

)
(IV.14)
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Figure 5 – Cas général à t = 0, 05 pour le schéma implicite en pression(
ε = 10−4,∆x = 5.10−3,∆t = 5.10−4, γ = 2

)
.

Sur les graphiques 5, sont représentés la vitesse et la densité dans un cas général. Sur la première
partie, on observe une congestion due au fait que la vitesse soit plus importante en amont et sur la seconde

3. Valeur pour laquelle l’expression de p0 change (ρ∗ − δ).
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partie une décongestion qui est le résultat d’une vitesse plus importante en aval. On notera au passage
qu’ici ∆t = 5.10−4 contrairement aux figures 3 et 4, où ∆t = 5.10−5 pour un ε plus petit. Ceci est dû à la
stabilité des schémas implicites.

Comparaison avec le schéma semi-implicite en pression

Sur le graphique 6, on compare les schémas implicites et semi-implicites dans un cas de congestion.
On observe que le schéma semi-implicite ne permet pas réellement de réduire les oscillations par rapport
au schéma implicite, en particulier dans les cas congestion où elles sont très présentes. Néanmoins, le
nombre d’itérations à chaque pas de temps pour déterminer la pression est drastiquement réduit. Il faut en
moyenne 22.103 itérations pour le schéma implicite contre 12, 5 itérations pour le schéma semi-implicite,
d’où une réduction importante du temps de calcul.
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Figure 6 – Comparaison des schémas en pression dans un cas de congestion pour t = 0, 05(
ε = 10−3,∆x = 1.10−2,∆t = 1.10−4).

IV.D) Schéma en densité
Schéma semi-implicite en densité

Modifier le schéma implicite en pression donné par les équations (IV.10)-(IV.12) revient à remplacer
l’équation (IV.10) par :

ρn+1
j −

(
∆t

2∆x

)2
ε
[
p1
(
ρn+1
j+2
)
− 2p1

(
ρn+1
j

)
+ p1

(
ρn+1
j−2
)]

= ρnj −
∆t

2∆x
(
qnj+1 − qnj−1

)
+ ∆t

2∆x

(
Cnj+ 1

2

(
ρnj+1 − ρnj

)
− Cnj− 1

2

(
ρnj − ρnj−1

))
+ ∆t2

2∆x2

(
Fnj+ 3

2
− Fnj+ 1

2
− Fnj− 1

2
+ Fnj− 3

2

)
(IV.15)

en conservant pour le flux et la densité les formules données par (IV.11).

Schéma implicite en densité

La version implicite du schéma est donnée par (IV.12) et par

ρn+1
j −

(
∆t

2∆x

)2
ε
[
p
(
ρn+1
j+2
)
− 2p

(
ρn+1
j

)
+ p

(
ρn+1
j−2
)]

= ρnj −
∆t

2∆x
(
qnj+1 − qnj−1

)
+ ∆t

2∆x

(
C̃nj+ 1

2

(
ρnj+1 − ρnj

)
− C̃nj− 1

2

(
ρnj − ρnj−1

))
+ ∆t2

2∆x2

(
F̃nj+ 3

2
− F̃nj+ 1

2
− F̃nj− 1

2
+ F̃nj− 3

2

)
(IV.16)

avec pour le flux et le coefficient de diffusion local les formules données par (IV.14).

Comparaisons des schémas en densité

On se place à nouveau dans les conditions de la figure 5 pour comparer les deux schémas ci-dessus.
Les résultats obtenus sont représentés sur la figure 7 et la figure 8 représente un agrandissement des
oscillations. Afin de mieux comprendre l’influence du découpage de la pression dans ce schéma, nous avons
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également représenté les résultats obtenus avec un troisième schéma que l’on appellera demi-pression.
Celui-ci est donné par les équations (IV.12) et (IV.15) mais en prenant pour définition pour la partie
explicite de la pression p0 = 1

2p sur [0, ρ∗].

Premièrement, on observe que les résultats obtenus avec ces trois schémas sont cohérents entre eux
et avec les schémas en pression. D’autre part, on observe que la division de la pression en une partie
implicite et une partie explicite permet bien, en effet, de réduire les oscillations, en particulier dans les
zones de congestion. On observe également que si l’on prend la partie explicite en pression égale à 1

2p, les
oscillations disparaissent. Néanmoins, nous le verrons dans la suite, ce schéma ne permet pas de conserver
le comportement asymptotique pour des petites valeurs de ε.
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Figure 7 – Comparaisons dans le cas général des schéma semi-implicite et implicite en densité(
ε = 10−4,∆x = 5.10−3,∆t = 5.10−4, γ = 2

)
.
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Figure 8 – Agrandissement des oscillations.

Comportement asymptotique des schémas en densité

Rappelons que l’un des objectifs est d’obtenir un schéma qui préserve le comportement asymptotique
du système lorsque ε→ 0. Dans le tableau suivant, on présente à ∆x = 1.10−3 et ∆t = 1.10−4 fixés le
nombre moyen d’itérations pour la méthode de Newton vectoriel (à chaque pas de temps) en fonction des
schémas.

Valeur de ε 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7 10−8

Schéma implicite 3,9976 3,9958 4,4656 erreur erreur erreur erreur
Schéma semi-implicite 4,0056 4,9878 6,5378 9,6778 19,7288 47,5646 118,2664
Schéma avec p0 = 1

2p 3,992 3,717 3,6632 3,8576 3,9682 erreur erreur

On constate que le découpage de la pression permet d’avoir un programme fonctionnel pour de très
petites valeurs de ε.

D’autre part, nous constatons que sur la figure 9, plus la valeur de ε est petite, plus la séparation des
différentes dynamiques est claire, ce qui correspond au comportement attendu.
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Figure 9 – Comparaisons pour différentes valeurs de ε.(
ε ∈

{
10−2, 10−6} ,∆x = 1.10−3,∆t = 1.10−4, γ = 2

)
.

IV.E) Conclusion
En ce qui concerne les trois schémas en densité testés ci-dessus, nous constatons que le schéma

totalement implicite produit beaucoup d’oscillations. De plus, pour de petites valeurs de ε, il impose
de choisir le pas de temps et d’espace extrêmement petits ce qui augmente considérablement le temps
de calcul. En ce qui concerne le schéma demi-pression, il a l’avantage de ne pas produire d’oscillations ;
néanmoins, si l’on veut réaliser des simulations pour de très petites valeurs de ε, il faut, dans une certaine
mesure diminuer, les pas de temps et d’espace.

Le schéma semi-implicite, quant à lui, produit quelques oscillations mais il est capable de simuler le
comportement du système pour de très petites valeurs de ε pour des pas de temps et d’espace raisonnables.

V) Perspectives
La suite du stage sera consacrée à l’adaptation des schémas numériques étudiés dans la partie IV au

modèle RMAR donné par les équations (I.5). Dans un second temps, on cherchera à modifier le schéma
numérique pour simuler le comportement de la solution du système (I.7).
D’autre part, [6] propose un schéma pour modéliser le comportement (I.5) ; aussi, une comparaison entre
ces deux schémas numériques et prévue, notamment lorsque ε→ 0.
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