
Licence 3ème année Calcul Intégral. Examen de Janvier 2009. Documents et calculatri-
ces non autorisés. Durée 2h.

1)4 points) a)Montrer que la série
∑
n≥1 cos(nt)e−n

2t est convergente pour tout réel t > 0 .
b) Montrer que la fonction f : t 7→

∑+∞
n=1 cos(nt)e−n

2t est intégrable sur ]0,+∞[ et que∫
]0,+∞[

f(t)dt = C

+∞∑
n=1

1
n2 + 1

où C est une constante que l’on déterminera.



2)6 points) Soit F (t) =
∫
]0,+∞[

e−tx−e−x

x dx, montrer que cette intégrale de Lebesgue est définie pour
tout t ∈]0,+∞[.

Montrer que F est dérivable sur ]0,+∞[. Calculer F ′ et en déduire F.



3)6 points) On rappelle que
∫

R e
−at2dt =

√
π
a si a > 0

a) Soit A > 0. Montrer que la fonction (x, y)→ e−xy
2

cos(x) est intégrable sur ]0, A[×]0,+∞[ et que∫
]0,A[×]0,+∞[

e−xy
2

cos(x)dxdy = C

∫ A

0

cos(x)√
x

dx

b) Calculer limA→+∞
∫
]0,+∞[

e−A(y2−i)

y2−i dy. En déduire que
∫ +∞
0

t2

1+t4 dt = C
∫ +∞
0

cos(x)√
x
dx.



4)4 points) Soit n est un entier ≥ 0.
a)Calculer ∫

]0,+∞[

(
∫

]s,+∞[

e−ttndt)ds

b)Calculer
∫
]0,+∞[×]0,+∞[

e−x−y(x+ y)ndxdy (on posera u = x et v = x+ y).
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torisés. Durée 2h.

Corrigé

1)4 points) a)Montrer que la série
∑
n≥1 cos(nt)e−n

2t est convergente pour tout réel t > 0 .
b) Montrer que la fonction f : t 7→

∑+∞
n=1 cos(nt)e−n

2t est intégrable sur ]0,+∞[ et que∫
]0,+∞[

f(t)dt = C

+∞∑
n=1

1
n2 + 1

où C est une constante que l’on déterminera.

a) On a ∣∣∣cos(nt)e−n
2t
∣∣∣ = e−n

2t ≤ e−nt

et la série
∑
n≥1 e

−nt est convergente pour tout réel t > 0.
b)On a

+∞∑
n=1

∫
]0,+∞[

∣∣∣cos(nt)e−n
2t
∣∣∣ dt ≤ +∞∑

n=1

∫
]0,+∞[

e−n
2tdt =

+∞∑
n=1

1
n2

< +∞

donc la fonction f : t 7→
∑+∞
n=1 cos(nt)e−n

2t est intégrable sur ]0,+∞[ et∫
]0,+∞[

+∞∑
n=1

cos(nt)e−n
2tdt =

+∞∑
n=1

∫
]0,+∞[

cos(nt)e−n
2tdt =

+∞∑
n=1

1
n2 + 1

2)6 points) Soit F (t) =
∫
]0,+∞[

e−tx−e−x

x dx, montrer que cette intégrale de Lebesgue est définie pour
t ∈]0,+∞[.

Montrer que F est dérivable sur ]0,+∞[. Calculer F ′ et en déduire F.

Il s’agit de montrer que l’intégrale impropre
∫ +∞
0
| e
−tx−e−x

x |dx est convergente. En 0 la fonction
x→ | e

−tx−e−x

x | a une limite finie, on a

|e
−tx − e−x

x
| → |1− t|

donc l’intégrale est convergente en 0.
Pour x > 1 on a

|e
−tx − e−x

x
| ≤ |e−tx − e−x| ≤ e−tx + e−x

Comme t > 0 l’intégrale
∫ +∞
1

e−txdx est convergente , on a donc la convergence absolue de l’intégrale en
+∞.

Pour montrer que F est dérivable sur ]0,+∞[, on va montrer que montrer que F est dérivable sur
]a,+∞[ pour tout a > 0. On applique le théorème de dérivation de Lebesgue

a)La fonction t→ e−tx−e−x

x est dérivable sur ]a,+∞[ pour tout x ∈]0,+∞[ et sa dérivée est t→ −e−tx
b)On a si t ∈]a,+∞[

| − e−tx| = e−tx ≤ e−ax pour tout x ∈]0,+∞[

Comme la fonction x→ e−ax est intégrable sur ]0,+∞[, on peut appliquer le théorème de dérivation de
Lebesgue pour obtenir la dérivabilité de F et

F ′(t) = −
∫

]0,+∞[

e−txdx = −1
t



On en déduit que
F (t) = − ln(t) + C

Comme F (1) =
∫
]0,+∞[

e−x−e−x

x dx = 0, on en déduit que C = 0.

F (t) = − ln(t)

3)6 points)On rappelle que
∫

R e
−at2dt =

√
π
a si a > 0

a)Soit A > 0.Montrer que la fonction (x, y)→ e−xy
2

cos(x) est intégrable sur ]0, A[×]0,+∞[ et que∫
]0,A[×]0,+∞[

e−xy
2

cos(x)dxdy = C

∫ A

0

cos(x)√
x

dx

où C est une constante que l’on déterminera.
b)Calculer limA→+∞

∫
]0,+∞[

e−A(y2−i)

y2−i dy

En déduire que
∫ +∞
0

t2

1+t4 dt = C
∫ +∞
0

cos(x)√
x
dx

a)On a ∫
]0,A[×]0,+∞[

|e−xy
2

cos(x)|dxdy ≤
∫

]0,A[×]0,+∞[

e−xy
2
dxdy

et par le théorème de Tonelli∫
]0,A[×]0,+∞[

e−xy
2
dxdy =

∫
]0,A[

(
∫

]0,+∞[

e−xy
2
dy)dx =

∫
]0,A[

1
2

√
π

x
dx < +∞

Par le théorème de Fubini on a∫
]0,A[×]0,+∞[

e−xy
2

cos(x)dxdy =
∫

]0,A[

(
∫

]0,+∞[

e−xy
2
dy) cos(x)dx =

1
2
√
π

∫
]0,A[

cos(x)√
x

dx

b)On a limA→+∞
e−A(y2−i)

y2−i = 0 et

|e
−A(y2−i)

y2 − i
| ≤ e−Ay

2
| 1
y2 − i

| ≤ 1√
y4 + 1

La fonction y → 1√
y4+1

est intégrable sur ]0,+∞[ et donc par le théorème de la convergence dominée on

a limA→+∞
∫
]0,+∞[

e−A(y2−i)

y2−i dy =
∫
]0,+∞[

limA→+∞
e−A(y2−i)

y2−i dy = 0

D’autre part ∫
]0,A[×]0,+∞[

e−xy
2

cos(x)dxdy =
∫

]0,+∞[

(
∫

]0,A[

e−xy
2

cos(x)dx)dy

Or
∫ A
0
e−xy

2
cos(x)dx = Re

∫ A
0
e−x(y

2−i)dx = Re 1
y2−i (1− e

−A(y2−i)) = y2

1+y4 −Re( e
−A(y2−i)

y2−i )
Donc ∫

]0,A[×]0,+∞[

e−xy
2

cos(x)dxdy =
∫

]0,+∞[

y2

1 + y4
dy −

∫
]0,+∞[

Re(
e−A(y2−i)

y2 − i
)dy

En passant à la limite quand A→ +∞ on a

lim
A→+∞

1
2
√
π

∫
]0,A[

cos(x)√
x

dx =
∫

]0,+∞[

y2

1 + y4
dy



Donc
∫ +∞
0

t2

1+t4 dt = 1
2

√
π
∫ +∞
0

cos(x)√
x
dx

4)4 points) Soit n est un entier ≥ 0.
a)Calculer ∫

]0,+∞[

(
∫

]s,+∞[

e−ttndt)ds

b)Calculer
∫
]0,+∞[×]0,+∞[

e−x−y(x+ y)ndxdy (on posera u = x et v = x+ y)

a)On a
∫
]s,+∞[

e−ttndt =
∫
]0,+∞[

χ]s,+∞[(t)e−ttndt, et χ]s,+∞[(t) = χ]0,t[(s) et par le théorème de
Tonelli ∫

]0,+∞[

∫
]0,+∞[

χ]s,+∞[(t)e−ttndtdα =
∫

]0,+∞[

∫
]0,+∞[

χ]0,t[(s)e−ttndtds

=
∫

]0,+∞[

(
∫

]0,t[

χ]0,t[(s)ds)e−ttndt

=
∫

]0,+∞[

te−ttndt = (n+ 1)!

b)On a u = x et v = x+ y ⇔ x = u et y = v − u.
Soit U = {(u, v) tels que u > 0 et v > u}. L’application ϕ : U →]0,+∞[×]0,+∞[

ϕ : U →]0,+∞[×]0,+∞[
: (u, v)→ (u, v − u)

est un C1 − diff éomorphisme et detJϕ = 1. Par le théorème de changement de variable on a∫
]0,+∞[×]0,+∞[

e−x−y(x+ y)ndxdy =
∫
U

e−vvndxdy =
∫

]0,+∞[

(
∫

]u,+∞[

e−vvndv)du = (n+ 1)!


