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Durée : 1H 15. Documents autorisés : aucun pour la
question 1, ensuite une page recto-verso, calculettes interdites

1. Question de cours. Corrigé : voir cours!

2. Etudier la fonction f(z,y) = % siz#0et f(0,0)=0. Est-elle
C! sur R?? Est-elle C?? Justifiez votre réponse. Donner si ¢’est possi-
ble un développement limité a 'ordre 2 de f a l'origine.

Corrigé. On a déja étudié cette fonction en TD, voir corrigé de la
feuille TD1. Par exemple, ses dérivées premieres en tout point (x,y) #
(0,0) sont:

xty3 + 3220 0, () = 23yt + 3a5y?
(22 +92)2 0 (22 4 y?)?

et a l'origine on les calcule directement en revenant a la définition. Par
exemple,

Ouf(z,y) =

I

axf(ov O) = }llli% h! (f(h’ O) - f(ov O)) =0,

car Yh, f(h,0) = 0. De méme, 0,f(0,0) = 0. On montre ensuite la
continuité de ces dérivées premieres a 1’origine en montrant e.g. que

102f (2, y)=0:.f(0,0)] < 3|y’ +3yl* = 6]y — 0 quand (z,y) — (0,0).

Donc la fonction f est C! & I'origine, qui était le seul point litigieux,
donc aussi sur R?, et 9, f(0,0) = 9,(0,0) = 0.

On raisonne de méme sur les dérivées secondes. Par exemple,
0 f
0xdy
car Vh,0,f(h(,0) = 0. On démontre encore que les quatre dérivées

secondes de f sont continues, y compris a l'origine, ou elles sont nulles,
et que naturellement (lemme de Schwarz) les dérivés secondes mixtes

(07 O) = }Lli% ht (ayf(hv 0) - ayf(oa O)) =0,

aajgy et aangz sont égales en tout point (z,y) € R% Ce qui fait tout

marcher est le fait que f soit homogene de degré 4, et donc ses dérivées
secondes homogenes de degré 2, ce qui assure leur continuité et leur
nullité a l'origine.

Finalement, le DL2 de f a l'origin est tres simple:

fl@,y) = f((0,0) + 0+ 0%+ o([| (=, »)II*),

puisque le gradient et la matrice Hessienne de f sont nul(le)s a l'origine.
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3. Calculer les extrema (s’il y en a) et les points d’extremum corre-
spondants (7) de la fonction

f(z,y) = 52* +2y* — 20y — 82 — 2y + 3

sur le domaine R?. On pourra chercher d’abord les points critiques de
f et examiner si ces points sont ou non des points de minimum ou de
maximum local. Que pensez-vous du reste dans le DL2 de f en un tel
point?

Corrigé. La fonction f estC™, donc continue sur R?, qui n’est pas
compact (= fermé borné). Donc il n’y a pas de résultat général per-
mettant d’affirmer l'existence de points d’extrermum pour f sur RZ
On peut par contre chercher les points critiques de f. En un tel point
(x,y) on a donc :

Opf(x,y) =100 —2y+8=0et 0, f(x,y) = 20 +4y —2 =0,

d’'ot z = y = 1. Donc f a un unique point critique a = (1,1) sur
R2. Pour savoir si ce point esrt un point de minimum ou de maximum
local, on étudie la matrice Hessienne de f en ce point :

&4 a 82,f a _
A:=H(f)(a) = (gg;( ) aa%afy( )) _ (i(; 42).

220y (a) B (a)

Cette matrice st symétrique réelle, donc ses valeurs propres sont réelles.
Leur produit est égal au déterminant A = 36 de A, donc les deux
valeurs propres sont de méme signe, et elles sont toutes deux positives,
car leur somme égale la trace tr(A) = 14 de A. Donc la matrice A est
définie-positive, et donc a est un pointe de minimum local de f sur R2.
En fait, f étant un polynome de degré 2 en x,y, la matrice Hessienne
est la méme en tout point, et le reste du DL2 de f en tout point, y
compris en a, est identiquement nul. On peut donc écrire en tout point
(x,y), méme éloigné de a = (1,1) :

_ 1 _ _
fa) =100+ 00. (371 +5ew-0 (1 F) (2],
et puisque le reste est identiquement nul et la matrice A définie-positive,
on en déduit que V(z,y) # (1,1), f(x,y) > f(1,1) = —2. Donc f
admet un minimum en un point unique a = (1,1). Par contre, elle
n'admet pas de maximum, car on peut montrer (non demandé) que
f(@,y) — +oo quand [|(z,y)|| — +oc.

4. Identité d’Euler pour les fonctions homogeénes. Soit f de
classe O sur R?. On suppose f homogene de degré a, i.e.

(1) Va,y, VA >0, f(Ax, \y) = XY f(z, ).

Montrer d’abord en revenant e.g. a la définition de 0,(A\z, Ay) que 0, f
et d,f sont des fonctions homogenes, dont on précisera le degré (on
pourra poser h = ARh').
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Ensuite, en dérivant les deux membres de (1) par rapport a A et en
détaillant I'application du théoreme de dérivation des fonctions com-
posées, montrer qu’on obtient finalement:

Va,y, 20, f(x,y) + yO, f(z,y) = a f(z,y).
Corrigé. On a d’abord pour tout (x,y) et pour tout A > 0 :

Onf (N, Ay) = Tim ™0 (F(Ax + b, Ay) = Az, Ay))-

En posant h = AR/ et en utilisant I’homogénéité de f, on en déduit :
axf(/\xv /\y> = lith’—>0 (>‘ h/)_l (f()\(l‘ + h,)v Ay) - f()\.%‘, )‘y)) =
A0, f (2, y),

et de méme pour 0, f.

Ensuite, on pose pour tout (z,y) fixé : u(\) = Az, v(A\) = Ay et g(\) :=
fw(A),v(N) = f(Ax, \y)). En dérivant cette fonction composée g, on
obtient :

g (N) = 0pf(u,v).d' (N)+ 0y f (u, v).0"(N) = 20, f (A, A\y))+y0, f Az, \y).

On revient & (1). En dérivant les deux membres par rapport a A et en
utilisant I’homogégéité de 0, f et 9, f, on en déduit que

g'(N) =27 (@0, f(2,9)) +ydy f(2,y) = K'(A) = a X7 f(z,y),
ou h(A) := A*f(x,y), ce qui démontre I'identité d’Euler.



