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L3 Mass. Calcul différentiel

Feuille TD 3 : Corrigé partiel

1. Question de cours.

A. Une fonction f, de R? dans R, est dite différentiable en un point
My := (0, Yo, 20) s'il existe une (unique) application linéaire [ = D fy,,
de R?® dans R, telle qu’on puisse écrire au voisinage de ce point le
développement limité de f a l'ordre 1 suivant :

f(zy,2) = f(M) = f(Mo) + Dfry (M — Mo) + || M — M| 0(M),
ou M — My = (x — o,y — Yo, 2 — 20) est I'accroissement de (x,y, 2) et
ou (M) — 0 quand M — M,.

Dans le cas ou f est a valeurs dans R, on peut représenter cette
application linéaire [ = D f(M,) par I'application :

V= (u,v,w) = < Vf(My), V >=0ufr, u~+ Oyfryu+ 0sfr,w.
On écrit en abrégé: | = D fy, = V f(My) : on assimile donc Iapplication
linéaire [ et le vecteur V f(My). Si on suppose que f admet des dérivées
partielles 0f,, 0f, et 0f. au point (x¢, Yo, 20), on ne peut pas en déduire

qu’elle est différentiable en ce point, voir contre-exemple donné dans
les Notes de Cours, p6, cf aussi TD2.

B. Le lemme de Schwarz dit qu'une fonction f de classe C? de R? dans
R a ses deux dérivées secondes mixtes égales.

2. Préciser la régularité et donner ensuite, si ¢’est possible, le gradient,
la matrice Hessienne et le développement limité a 1'ordre 2 a l’origine
des fonctions suivantes

f(z,y) = arctan(z + v?), g(z,y) = In(1 + zy).
a. La fonction f est définie et C*° sur R?. Pour (z,y) € R?, on peut

donc calculer ses dérivées partielles premieres et secondes

of _ 1 9f _ 2y f =2 (z+yP)

Or 1+ (x+y2)?2 0y 1+ (x+92)2" 022 (1+ (z+y?)?)?
f  2-(1+a*—=3y* —2xy®) 0*f  Of  —dy-(z+y?)
oy (T4 (z+y»)2)? 7 0xdy 0Oydr (1+ (z+y?)?)?*

Le gradient et le DL2 en (0,0) existent (car f € C*(R?)). Le gradient
et la matrice Hessienne a 1’origine sont respectivement donnés par
vH0.0) = (1.0) et H(HO.0) = (¢ ).
d’ou le DL2 de f a l'origine :
fly) =z +y* + ()l 0(z,y) avec  lim f(z,y) =0

(z,9)—(0,0)
1
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b. La fonction g est définie et C*° sur le domaine ouvert
D={(z,y) e R*/zy > —1}.

Pour (z,y) € D, on peut donc calculer ses dérivées partielles premieres
et secondes :

dg vy dg  «x
or  14+azy oy 1+azy’
g 0%g x? 0%g 0%g 1

02 (1+ay)?’ 0y> (1+ay)? 0zdy Oydx (1+ay)?
Le gradient et le DL2 en (0,0) existent (car g € C*(D)) et (0,0) € D
et on a

V(0,0) = (0,0 et H(f)(0,0) = (‘1) é) ,

d’out le DL2 de g a l'origine :
g9(w,y) = xy + ||(z,9)[I0(z,y) avec  lim  (z,y) = 0.
(z,y)—(0,0)

Dans tout cet exercice, on a utilisé le théoreme de Schwarz car les

fonctions sont C? sur leur ensemble de définition.

3. Soit f € C'(R?). On suppose que
of  of
_— — r— =

Yox dy

On pose : F(p,0) := f(x,y), avec (x,y) := ®(p,0) := (pcosb, psin).

Donner la matrice jacobienne, i.e. la différentielle, de ® en un point

quelconque (p, 0) et en déduire I'expression des dérivées 0,F et OpF' en

fonction de 0, f et 0,f et des dérivées de P.
Montrer ensuite que si une fonction f vérifie (1), alors elle est radiale,

ie. il existe G € C'(R,) telle que f(z,y) = F(p,0) = G(v/2? + y?).
En d’autres termes, montrer qu’alors f(x,y) ne dépend que de la dis-
tance de (x,y) a (0,0).
3. Soit f € C'(R?). On suppose que
of _of _
Y or oy
On cherche d’abord f(z,y) sous la forme : f(z,y) = f(pcosf, psinf) =

F(p,0). Exprimer z et y en fonction de p et §. Montrer ensuite que la
fonction f est radiale, i.e. qu’il existe G € C*(R,) telle que f(z,y) =

F(p,0) = G(v/2? + y?). En d’autres termes, montrer que f(x,y) ne
depend que de la distance de (z,y) a (0,0).

0. (1)

0.

On pose donc F(p,0) = f(z,y) = f(pcosh, psinf). D’abord, comme
d’habitude, Iapplication : @ : (p,0) — (z,y) = (pcosb, psinf) est de
classe C'™ en tout point (p,#). Rappelons au passage qu’elle est délicate
a inverser, surtout a l’origine, car elle n’est n’est bijective que e.g. sur
10, 400[x [0, +27[, mais qu’on peut choisir de poser p := /22 + y2. En
tout cas, la fonction F' est C* sur R? comme composée de fonctions
au moins C?, et f sera radiale ssi f ne dépend que de /22 + y2, i.c.
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ssi I ne dépend que de p. Comme F est C*, calculons sa dérivée par
rapport a 6:

oF  0Of of .
5 = @9 (=peost) + S(a.y) (psind),
avec (z,y) = (pcosf, psinf). D’apres I'hypothese, on a donc :
OF
20

olt G : R — R est une fonction C'* arbitraire. Comme G(p) = F(p,0),
on a: G € CYR). Soient maintenant z,y € R% Soit p,6 tels que
x = pcosf et y = psinfh. 1l vient alors

J(,y) = F(pcosb, psing) = G(p) = G(v/22 + 5P),

donc f est bien radiale.

=0 etdonc F(p,0) = G(p),

4. En échangeant x et y, on se ramene a l’exercice suivant : Etudier
la fonction f(z,y) = z*sin ¥ si x # 0 et f(0,y) = 0. Est-elle de classe
C! sur R?? Est-elle C??

Etudions d’abord la régularité de f en dehors de la droite x =0 : f est
définie, continue, C* (elle admet des dérivées partielles et celles-ci sont
continues, et méme C* en tout point de 2 = (R — {0}) x R), comme
composée de fonctions définies, continues, C', C° sur les ensembles
correspondants.  Calculons ses dérivées premieres en un point (z,y)
quelconque. On a pour x # 0 :

Ouf(w,y) =2wsin? —ycos? et 0, f(x,y) = vcos 2.

A titre d’illustration (non demandée dans ’exercice) on peut par ex-
emple donner le DL1 de g au point (1,7) : on a donc f(1,7) =0 et
O.f(l,m) = —wcosm = m et 0,f(1,m) = cosm = —1. on a donc en ce
point le DL a l'ordre 1 suivant :

f(x,y) - f(l,ﬂ') + Df(l,ﬂ) (1’ - 17y - 7T> + ||(:L‘ - 17y - 7T)||0(ZL’,y),
ou (z,y) — 0 quand (z,y) — (1,7),
etot Dfanmy(x—Ly—m) =n(x—1)—(y —m).
Ensuite, étudions la régularité de f pour x = 0 : d’abord pour tout
(z,y) ona: |f(z,y)] < z*— f(0,0) = 0 quand (z,y) — (0,0), donc f
est continue pour z = 0.
Par ailleurs, on vérifie directement en revenant a la définition que
O.f(x,y) et O, f(x,y) existent et sont nulles pour = 0 et pour tout y.
En effet,
a:vf(ov yO) = hmh%O( ( (
= limy_o(h~ " (R*sin(¥) — 0
et de méme
ayf(()? yO) = limh—%)(hil(f(()? Yo + h) - f(o’ yO))
= hmh_)()(h*l(o — 0)) =0.

Enfin, de méme que pour la fonction f,

9, (@, 9)| = lacos 2 < Ja] = 8,/(0,50) = 0

;l y_) £(0,40))
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quand (z,y) — (0,yo), donc 9, f(z,y) est continue au point (0, y), pour
tout y.

Etudions de méme la continuité de 9, f pour x = 0. On a :

Opf(w,y) = 2rsin ¥ —ycos L.

Le premier morceau tend vers 0 quand (z,y) — (0, o), car |sin 2| < 1.
Par contre, si yo # 0, le deuxieme morceau n’a pas de limite, car sin £
n’a pas de limite quand(x,y) — (0,y0). Par contre, si yo = 0, alors
0o f(2,y) — 9, f(0,0) = 0 quand (z,y) — (0,0).

Donc f est C! a l'origine, donc différentiable en ce point, avec une
différentielle nulle, mais elle n’est pas C* pour # = 0 et y # 0. On peut
donc en déduire (non demandé dans 'exercice) qu’elle admet donc a
I'origine le DL a l'ordre 1 suivant :

f(@,y) = £0,0) + |[(z, 9)[|6(, ),
ou f(x,y) — 0 quand (z,y) — (0,0).

5. voir corrigé oral.



