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L3 Mass. Calcul différentiel

TD 1

1. Echauffement :Tracer les graphes des fonctions suivantes
Inx, expx, exp(—z), sinz, cosz, tg x,shz, ch x, th x,

et des fonctions réciproques, en indiquant sans justification les do-
maines de définition de ces fonctions.

Etude, tableau de variations et graphe de f(x) = xlnz et de g(z) =
x + (Inx)/z. Préciser notamment les asymptotes, ainsi que les valeurs
de fet fpourz=eletl etdegetg pourz=e.

Etudier ’ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité et
éventuellement donner la dérivée de chacune des fonctions suivantes:

fi(x) = 2%, folx) = (In2)*", f3(x) = In(2x + e‘/“%),

f4<$> — (1 + 600333)17237 f5($) _ sin (1'2 —5111117)2)
1+e" =

2. Donner les dérivées partielles et tudier la différentiabilité des fonc-
tions suivantes (avec ensemble de définition...). Calculez la dérivée di-
rectionnelle éventuelle au point P dans la direction v. Calculez ensuite
les dérivées partielles.

3. Pour chacune des fonctions suivantes, calculez les dérivées partielles,
donnez la différentielle éventuelle et, s’il en existe, un développement
limité a l'ordre 1 au point P.

f(z,y) = (22 + 3,52y — 7), P =(0,0)

3 eY
+y—z,22+—,xyz>, P =(1,0,2)
T

1+Inzx

e (

4. Trouvez toutes les fonctions f : R? — R telles que ses dérivées
partielles d’ordre 1 existent et vérifient
of

I 1
dy rT+y+

pour tout (z,y) € R2.

fl(xay) - e—x2—y27 f2($7 y) = xy7 fg(l’, Y, Z) = xQZ arctan (g) )
P=(2,2), : P=(11), P =1(0,0,1),
7= (2,4) 7=(1,-1) 7=(0,1,2
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5. Soit f € C°([0,1]). Soit la fonction ¢(z,y) = [ (x—t)- f(t) dt pour
(z,y) € D =]0,1[%

a. Calculez les dérivées partielles de ¢ sur D (si elles existent).

b. La fonction ¢ est-elle différentiable sur D?

6. Montrez que la fonction définie par
3,3

flzy) ==z si(zy) #(0,0)
f(0,0)=0

est C! sur R?. Calculez son gradient en tout point.

7. Différentiabilité de

{ fla,y) = S22 s (2,y) # (0,0)

f£(0,0) =0

8. Trouvez le plus grand domaine de R? sur lequel f(z,y) = /22 + 32
est différentiable et donnez sa différentielle. Méme question sur R”

avec f(z) = \/(z1)2 + ... + (m,)%

9. Déterminez les fonctions f € C?(R?) telles que
>Pf ]
0x 0y

Sujet de réflexion 1. Diagonaliser la matrice

1=( % %)

On demande donc de trouver ses valeurs propres J\;, ses vecteurs pro-
pres Wy, i = 1,2, de vérifier qu’on peut choisir ces vecteurs pour former
une base ortho-normale (car A est symétrique réelle), de donner la ma-
trice de passage P et son inverse P~! = ‘P (P est orthogonale), puis
de vérifier que P~'AP = D :=diag(\1, \2).

Sujet de réflexion 2. On rappelle sans démonstration le Théoreme
de Rolle : si f est une fonction de classe C!' sur un intervalle I con-
tenant deux points a et b et si f(a) = f(b) alors il existe au moins un
point ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

On considéere un pointxg et un point x = zo+ h fixés. Retrouver la for-
mule de Taylor-Mac Laurin en appliquant successivement le Théoreme
de Rolle a la fonction g et a sa dérivée ¢’, ou :

gy gy) = fy) — [f(@o + (y — m0) f'(x0) + (B/2)(y — 20)?],

et ou la constante (3 a été choisie pour que g s’annule pour y = .



