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INTRODUCTION

Cet ouvrage correspond a un cours donné a 1" Université de Nice pendant le second semestre
de la Licence. Il s’adresse aux étudiants qui veulent poursuivre leur cursus par une maitrise de
mathématiques ou de mathématiques appliquées.

Les livres dont il est largement inspiré sont

H. Brezis. - ANALYSE FONCTIONNELLE : THEORIE ET APPLICATIONS. - Paris : Masson,
1983. - (Mathematiques Appliquées pour la Maitrise.)

J. A. Dieudonné. - ELEMENTS D’ANALYSE. Tome I. Fondements de ’analyse moderne. -
3eme édition. - Paris - Gauthier-Villars, 1979.

L. Schwartz. - ANALYSE HILBERTIENNE. - Paris : Hermann, 1979. - (Collection méthodes.)

Le premier chapitre est consacré aux espaces métriques et aux rappels de topologie (que les
étudiants ont vue au premier semestre de la Licence).

Le second chapitre traite du cas des espaces vectoriels normés dans le cas de la dimension
infinie : Théoreme de Riesz sur la non compacité de la boule unité, hyperplan et forme linéaire,
applications linéaires continues, existence d “application linéaire non continue, etc...

Le troisieme chapitre donne les premieres propriétés des espaces de Banach : séries normale-
ment convergente, équations différentielles et intégrales pour des fonctions de la variable réelle a
valeur dans un Banach.

Le quatriéme chapitre étudie en détails les espaces de fonctions continues. Deux Théorémes
importants y sont donnés : théoreme de Stone Weierstrass sur la densité des polynémes et théoreme
d “Ascoli sur la compacité des ensembles de fonctions équicontinus.

Le cinquieme chapitre expose la théorie élémentaire des espaces de Hilbert : orthogona-
lité, projection sur les convexes, théoremes de représentation : Riesz, Lax-Milgram, adjoint des
opérateurs.

Le sixiéme et dernier chapitre est consacrée aux rudiments de la théorie spectrale : ensemble
résolvant, spectre et valeurs propres. Les démonstrations étant plus simples la théorie de Riesz
Fredholm est présentée dans un cadre hilbertien plutot que dans les Banach. On décrit le spectre
des opérateurs compacts ainsi que la diagonalisation des opérateurs hermitiens compacts.
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Chapitre 1

Espaces métriques

Le but de ce chapitre est de rappeler les bases du cours de topologie qui sont utiles pour
1"étude des espaces fonctionnels. Le parti pris est de ne faire ces rappels topologiques que dans un
cadre métrique. On introduit donc tout d “abord les boules ce qui permet de définir les ouverts et
donc la topologie associé. On s intéresse ensuite a la convergence des suites puis a la continuité des
applications entre espaces métriques. Une des notions clé est la notion d espace complet, ce qui
permet d“énoncer un des théorémes fondamentaux (méme s’il est élémentaire) de prolongement
des applications uniformémemt continues. Une autre notion clé est celle de compacité et 1 on fera
le lien entre compacité et compacité séquentielle entre relative compacité et précompacité.

1.1 Topologie des espace métriques

Un espace métrique est la donnée d “un ensemble dont les éléments sont considérés comme
des points et d “une application qui permet de mesurer si deux points sont proches ou éloignés.
Plus précisément on a

Définition 1. Un espace métrique (E,d) est la donnée d “un ensemble E et d une application
d:E x E— R, appelée distance qui vérifie

Vo, yz € E,o d(z,y) =0, ssiz =y,

o d(z,y) =d(y,z),
o d(z,2z) <d(z,y)+ d(y, 2).

L’inégalité ci-dessus est appelée inégalité triangulaire. Elle dit que la longueur du ”coté”
(z,2) du “triangle” (x,y, z) est inférieure a la longueur des deux autre cotés. De méme que 1”on
a des “triangles” on a aussi des boules B(z;r) de centre = de rayon r.

By(z;r) ={y € E [ d(z,y) <r}. (L.1)
Ces boules sont dites fermées, par opposition aux boules ouvertes données par
B(z;r)={y € E / d(z,y) <r}. (1.2)

Il n“y a pas de notations universellement admises pour faire la différence entre boules ouvertes et
boules fermées. En dehors d “un contexte clair il faut donc toujours mieux préciser si la notation
B(x;r) désigne la boule ouverte ou la boule fermée.

L’inégalité triangulaire permet de résoudre 1 exercice suivant.
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Exercice 1.
Soit 0 < p < r et x, y deuz points de E, montrer que By(x;p) C B(x,r) C By(a;r) et que
si d(z,y) <r—p alors By(y; p) C B(x,r).

La signification du vocabulaire : ouvert, fermé, va devenir claire apres la proposition suivante.

Proposition 1.
Soit (E,d) un espace métriqgue. On note O [ ensemble des parties O C E qui vérifient

Ve € O, il exister >0, B(xz;r) C O. (1.3)

Alors O définit une topologie sur E, ¢ “est a dire un ensemble d “ouverts qui satisfont auz propriétés
suivantes

0, E €O
Soit S un sous ensemble de O alors ) = Upes O € O,
Si O1, ...Op, n € N est une famille finie de O alors O1 N O5....N O, € O.

La vérification est immédiate. Si z € Q alors il existe un O € S C O tel que x € O. Donc
par définition de O, il existe r > 0 tel que B(x;r) C O C Q et par conséquent 2 € O. De méme si
x € Oy, ...0, alors il existe rq1,...r, > 0 tels que B(z;r1) C O, ...B(x;r,) C O,. On choisit alors
r = min{ry,...r,} on a bien que r > 0 et pour tout k = 1,...,n B(x;r) C B(x;ry) C Ok. Il s’en
suit que B(x;7r,) C O1 N Os....N O, et que ce dernier ensemble est bien dans O.

On dit que les ouverts sont stables par réunion quelconque et par intersection finie. Attention
une intersection infinie d “ouverts n est pas nécessairement un ouvert comme le montre 1 exemple

11
élémentaire suivant. On prend E = R, d(z,y) = | — y|. Alors O,, =] — —, —[, n = 1,2,... sont
n’'n
bien des ouverts mais NS ;0,, = {0} n’en est pas un!
Un sous ensemble F' de E est dit fermé s’il est complémentaire d “un ouvert, ¢ est a dire
E\ F € O. On vérifie alors par passage au complémentaires que les fermés sont stables par

intersections quelconques et réunions finies. On note F 1 ensemble des parties fermés de E. On a
aussi

Exercice 2. Les boules ouvertes sont des ouverts, les boules fermés sont des fermés.

Les parties qui sont a la fois ouvertes et fermées sont reliées a la notion de connexité. On
renvoie pour cette notion au cours de topologie. On rappelle uniquement que par définition E est
dit connexe si les seules parties ouvertes et fermées de E sont () et E.

Les notions suivantes de topologie vont par contre étre utilisées dans la suite.

Soit X un sous ensemble d “un espace métrique (F,d). Son intérieur X est par définition le
plus grand ouvert contenu dans X. Sa fermeture (ou adhérence) X est le plus petit fermé qui le
contient.

X =Uoeco, 0cxO, X =Nper, xcrF.

La frontiere de X est X = X \ X. On dit que X est une partie dense de E si et seulement si
X =FE.

On rappelle aussi qu un voisinage d “un point € E (ou d"une partie X C F) est un sous
ensemble de E qui contient un ouvert contenant z (respectivement X).

Exercice 3. Montrer qu “un ensemble est un ouvert si et seulement si il est voisinage de tous ses
points.
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Il faut faire attention aux fausses intuitions dans un cadre aussi général que les espaces
métriques. Par exemple, il est faux que nécessairement | intérieur d “une boule fermée soit la
boule ouverte de méme rayon et de méme centre. L “exemple suivant en est une démonstration.
Ce sera par contre vrai dans le cadre des espaces vectoriels normés.

Exercice 4. Soit (E,d) un espace métrique, x € E et r > 0. Trouver les relations d “inclusion et
d “égalité entre les ensembles

o] [e]

B(z;r), B(x;r), B(x;r), By(x;r), B(z;r), By(a;r).

Soit E = {—2} U[-1,2] muni de la distance d(x,y) = |z — y|. Montrer que
Br(Li1) = (0,2, B(L;1)=]0,2, By(1;1) =]0,2).
Déterminer de méme By(—1;1), B(—1;1), B(—1;1). Commenter ces résultats.
On peut aussi définir une distance entre sous ensembles de F.

Définition 2. Soit (E,d) un espace métrique et A, B deuz sous ensembles non vides de E. La
distance de A a B est par définition :

d(A, B) = inf{d(a,b) / a € A, b € B}.
Six € E on pose d(z, A) = d({z}, A).

Pour terminer cette section on introduit une métrique sur les espaces produits. Cela est
nécessaire par exemple pour étudier des fonctions f de plusieurs variables f = f(x,y) ol z est
dans un espace métrique et y dans un autre.

Proposition 2. Soient (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques. Alors on peut munir [ espace
produit E X F' d “une métrique en posant

V(z,y), («',y") € ExF, d((z,y),(z,y")) = de(z,2") + dr(y,y).
La démonstration est laissée en exercice.

1.2 Limites et continuité

On va commencer par décrire pour des espaces métriques des propriétés des suites et des
fonctions qui sont purement topologiques, tout en faisant de maniere systématique le lien avec la
métrique. On rappelle ce qu“est une suite convergente.

Définition 3. Soit (an)nen une suite d ‘un espace métrique (E,d). On dit que la suite converge

vers a € E et on note alors lim a, = a si et seulement si pour tout voisinage V de a il existe
n—oo

N €N tel que pour toutn > N, a, € V.

On remarque que la définition ne fait pas intervenir la distance. On dit pour cette raison
que c’est une notion purement topologique. Cependant il est souvent plus efficace d “utiliser la
caractérisation suivante d “une suite convergente.

Proposition 3. Soit (a,)nen une suite d “un espace métrique (E,d) et a € E. On a lim a, =a

n—oo

si et seulement st lim d(a,,a) =0 dans R.

n—oo
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Cette caractérisation a 1’immense avantage suivant : au lieu de vérifier un critére abstrait,
on vérifie simplement qu “une suite numérique tend vers 0.

On commence par montrer que si la suite est convergente la distance tend vers 0. Pour tout
e > 0 il suffit de prendre V = B(a,¢) pour obtenir 1 existence d'un N tel que Vn > N, on a
an € B(a,¢€) et donc d(a,a,) < €. On a donc d(a, a,) — 0.

Réciproquement, supposons que d(a, a,,) — 0. Soit V un voisinage de a. V contient un ouvert
O contenant a. Donc il existe € > 0 tel que B(a;e) C O C V. Par définition de la convergence de
d(a,ay), il existe un N tel que Vn > N, on a d(a,a,) < . Donc a,, € B(a;e) C V.

Définition 4. Soit (a,)nen une suite d ‘un espace métrique (E,d), on dit que x € E est un point
d “adhérence de la suite si et seulement si il existe une suite extraite (an, )ren qui converge vers x.

Exercice 5. Montrer que x nest pas un point d “adhérence d “une suite (an)nen Si et seulement
si il existe € > 0 tel que B(x;€) ne contient qu “un nombre fini de termes de la suite (an)nen-

Exercice 6. Soit X une partie dense d “un espace métrique (E,d). Montrer que pour tout x € E
il existe une suite (Tn)nen de X telle que lim z, = x.

n—oo

Le lien entre suites convergentes et parties fermées est fait dans la proposition suivante.

Proposition 4. Soit F' une partie d “un espace métrique (E,d). F est fermé dans E si et seulement
si toute suite de F' qui converge dans E a sa limite qui appartient a F.

Supposons en effet que F soit fermé et soit a ¢ F un point quelconque. Alors comme E \ F'
est un ouvert il existe € > 0 tel que B(a;e) N F = ). Donc tout élément = de F vérifie d(z,a) > .
Une suite de F' ne peut donc pas converger vers a.

Si maintenant F' n’est pas un fermé, comme E \ F n’est pas un ouvert il existe un point
a ¢ F tel que pour tout € > 0, B(a;e) N F # (. Pour ¢ = 1/n il existe donc z,, € F tel que
xn € B(a;1/n). La suite (zy,)nen de F converge vers a ¢ F. Cela conclut la démonstration de la
proposition.

Exercice 7. Soit F' un fermé d “un espace métrique (E,d) et x € E. On a x € F si et seulement
st d(z, F) =0.

On s’intéresse maintenant a la continuité des applications. On utilisera indifféremment le
terme de fonction ou d’application. On rappelle les définitions d “image et d “image réciproque.
Soit E et F' deux ensembles, f : E — F une application de F dans F. Si X C E et Y C F alors

fX)={y=fx)eF/xeX}, [f(Y)={zeE/fx)eY}. (1.4)

Ces notations sont standard méme si elles sont légerement abusives. En effet il convient de faire la
distinction entre 1"application de F dans F' et 1 “application “image” des parties de F dans les par-
ties de F'. De méme f n’est pas nécessairement bijective et n”a donc pas en général d “application
réciproque f~!. Par contre on peut toujours définir 1’'image réciproque d “un ensemble. La distinc-
tion se fait suivant que 1’argument est un élément ou un ensemble. Ainsi si y € Y, f~1(y) peut
navoir aucun sens alors que f~1({y}) en a toujours et désigne un sous ensemble de X.

La proposition suivante caractérise les fonctions continues.

Proposition 5. Soient (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques, x € E un point de E et
f : E — F une application de E dans F. On dit que f est continue au point x si et seule-
ment si une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée.

(i) Pour tout voisinage W C F de f(x) il existe un voisinage V. C E de x tel que f(V) C W.
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(i) Pour toute suite (Tp)nen de E qui converge vers x la suite (f(z,))nen de F converge vers

f(=).

(iii) Pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que si pour x, y € E on a dg(x,y) < n alors

dp(f(z), f(y)) <e.

On peut tout d“abord remarquer que si f(V) C W alors V C f~1(W) et donc f~1(W) sera
un voisinage de x si V' est un voisinage de z. (i) peut donc s énoncer comme suit.

(i-bis) L “image réciproque de tout voisinage de f(x) est un voisinage de x.

On démontre maintenant la proposition.

Le fait que (i) implique (¢i) est immédiat. En effet si W est un voisinage quelconque de f(x)
alors il existe V' voisinage de x tel que f(V) C W. Si a,, — = alors & partir d 'un certain rang
N, on a z,, € V. Par conséquent & partir de ce méme rang f(z,) € W. Cela veut bien dire que
Pour la réciproque on passe par la contrapposée. Supposons donc que (i) n’ait pas lieu. Il
existe donc un voisinage W de f(z) tel que pour tout voisinage V' de = et en particulier pour
V = B(z;1/n), f(V) n’est pas inclus dans W. I existe donc un x,, € B(z;1/n) tel que f(z,) ¢ W.
On a bien z,, — x et f(z,) ne tend pas vers W.

On obtient aussi tres facilement que (¢4¢) implique (7). En effet si W est un voisinage de f(x) donc
il existe € > 0 tel que B(f(z);e) C W. Le voisinage V = B(x;7) convient alors.

Réciproquement soit € > 0, W = B(f(x);€) est un voisinage de f(x). Si (i) est vérifié il existe
donc un voisinage V' de x tel que f(V) C B(f(z);¢). Or il existe n > 0 tel que B(x;n) C V. On a
ainsi f(B(x;n)) C B(f(x);¢€), ce qui est exactement (7).

Une application de E dans F est dite continue si elle est continue en tout point z € FE. On
note C'(F; F') 1”ensemble des applications continues de E dans F'. On a la proposition suivante.

Proposition 6. Soient (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques et f : E — F une application
de E dans F. f € C(E; F) si et seulement si | “image réciproque de tout ouvert est un ouvert ou
encore si et seulement si [ “image réciproque de tout fermé est un fermé.

Supposons que f € C(E; F). Soit w un ouvert de F et x € f~!(w). Comme w est un voisinage
de f(x) par (i — bis) on obtient que f~!(w) est un voisinage de x. Donc il existe ¢ > 0 tel que
B(z;¢) C f~Y(w). Ceci étant vrai pour tout z € f~!(w) on obtient que f~!(w) est un ouvert.
Réciproquement si 1"image réciproque de tout ouvert est un ouvert on laisse au lecteur le soin de
vérifier que (i — bis) est satisfait.

La caractérisation des fermés se fait par passage aux complémentaires. En effet on a f~(F\ O) =

E\ f710).

On a la proposition classique suivante sur la composition des fonctions continues (la démonstration
est laissée en exercice).

Proposition 7. Soient E, F, G trois espaces métriques et f : E — F, g: F — G. Soit x € F,
si f est continue en x et g continue en f(x) alors go f est continue en x. Si f € C(E;F) et
g € C(F;QG) alors go f € C(E;G).

On introduit la convergence uniforme des fonctions.

Définition 5. Soit E, F, deuz espaces métriques. St (fn)nenit €st une suite de fonctions de E
dans F on dit qu “elle converge uniformément vers une fonction f : E — F si et seulement si :

sup dp (fn(2), f(z)) — 0,  quand n — oo.
z€E
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Proposition 8. Soient (E,dg) et (F,dp) deuz espaces métriques et (fn)nen une suite de fonctions
de E dans F qui converge uniformément vers une fonction f : E — F. Alors si pour tout n, les
fonctions f,, sont continues en un point x € E, il en est de méme pour la limite f.

On peut évidemment remplacer le “pour tout n” par “pour tout n a partir d un certain
rang”. Cette proposition peut aussi s énoncer :

Toute limite uniforme de fonctions continues est une fonction continue.

La démonstration est facile en utilisant le critere (4i7) de la proposition 6. Soit en effet £ > 0 il existe
un indice n pour lequel Yy € E, dp(fn(y), f(y)) < &/3. Pour cet indice n fixé, la continuité donne
1”existence de nn > 0 tel que pour tout y € E avec dg(x,y) < n on ait dp(fn(y), fn(x)) < e/3. 11
ne reste plus qu’a utiliser 1”inégalité triangulaire. Pour tout y € E tel que dg(z,y) < n on a

dr(f(y), f(@) < dr(fu(y), () + de(fu(y), fn(2)) + dr(fo(@), f(2))
<e/3+4+¢/3+¢/3=¢.

On termine cette section en rappelant la définition de la continuité uniforme.

Définition 6. Soit f une application continue entre deuz espaces métriques (E,dg) et (F,dp).
On dit que f est uniformément continue si et seulement si pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que
pour tout couple x ety dans E vérifiant dp(z,y) <n on a dp(f(z), f(y)) <e.

Ce qu il est essentiel de comprendre dans cette définition est la différence avec la continuité
au point = (ou au point y!). Le réel  ne dépend pas du point oll on utilise la continuité : c“est le
méme pour tous.

Exercice 8. Soit (E,d) un espace métriqgue. On munit E x E de la distance introduite d la
proposition 2 et RT de la distance habituelle, valeur absolue de la différence. Montrer que la
distance d : E x E — RT est une fonction uniformément continue.

Exercice 9. Soit E = R muni de la distance d(z,y) = |z — y|, montrer que la fonction définie
par f(x) = 2% nest pas uniformément continue. Montrer que d'(x,y) = |arctg(x) — arctg(y)| est
ausst une distance sur R. Est ce que [ est uniformément continue pour cette nouvelle distance ?

1.3 Espaces métriques complets

La notion d“espace complet est essentielle pour la construction de solutions & des probléeme
d“analyse. La philosophie générale est de construire des solutions approchées et de démontrer
qu ‘une suite de ces solutions approchées converge vers la solution exacte que 1”on cherche sans
qu ‘il soit utile d “expliciter cette limite. Il faut donc des criteres permettant de démontrer qu “une
suite converge sans connaitre la limite. Deux exemples vus au premier cycle sont les suites
numériques croissantes majorées et les suites de Cauchy.

Définition 7. Soit (an)nen une suite d ‘un espace métrique (E,d). On dit qu “elle est de Cauchy
si elle vérifie

Ve >0, il existe N € N tel que VYn > N, Vm > N, d(ap,anm) <e.

Exercice 10. Montrer qu “une suite convergente est de Cauchy.

On suppose qu “une suite extraite d ‘une suite de Cauchy converge. Montrer alors que toute la suite
converge.

On pose maintenant E = [0,00[ et d(x,y) = |arctg(x) — arctg(y)|. Montrer que ¢ est bien un
espace métrique. Montrer que la suite a,, = n? est de Cauchy. Converge-elle dans E ?
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L’ exercice précédent illustre bien que les suites de Cauchy ne sont pas nécessairement conver-
gentes. Ce ne sera le cas que pour de “bons” espaces.

Définition 8. Un espace métrique (E,d) est complet si et seulement si toutes les suites de Cauchy
convergent.

L“exemple typique est R pour la distance d(z,y) = |z — y|. Plus généralement les parties
fermées de R pour cette distance sont des complets. Par contre ]0, 1] n est pas complet (il manque
le point 0), Q n’est pas complet (il manque les irrationnels). On peut dans certain cas déduire la
complétude d “un ensemble par le fait qu’il est fermé dans un espace qui le contient.

Proposition 9. Soit (E,d) un espace métrique complet et F C E. Alors (F,d) est complet si et
seulement si F' est fermé dans E.

La démonstration utilise la proposition 4. En effet F' est fermé dans FE si et seulement si
les suites de F' convergente dans E ont leur limites dans F. Mais si F est complet les suites
convergentes sont les suites de Cauchy. Donc F' sera fermé si et seulement si les suites de Cauchy
ont une limite dans F, ¢ “est a dire si et seulement si F' est complet.

Le théoreme suivant est tres utile dans de nombreux domaines de 1 analyse.

Théoreéme 1. Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques. Soit D un sous ensemble dense
deEetf:D—F.Si

° F' est complet,

. f est uniformément continue sur D, ~

alors il existe un unique prolongement continu f de f a E tout entier et ce prolongement est
uniformément continu.

Soit x € E'\ D, il existe alors (cf Exercice 6) une suite (z,,)nen de D tel que x,, — .

Montrons alors que f(x,) est une suite de Cauchy de F. Soit ¢ > 0, comme f est uni-
formément continue il existe n > 0 tel que si dg(y,z) <navecy, z € D on adr(f(y), f(2)) <e.
Comme (z,,)nen est de Cauchy (cf Exercice 10) il existe N € N tel que si n > N et m > N alors
dg(xp, Tm) < n. Par conséquent pour n > N et m > N on a dp(f(z,), f(zm)) <e.

Comme c’est une suite de Cauchy elle converge vers une limite [ € F. Cette limite ne
dépend pas du choix de la suite (z,,)nen. En effet si y,, — x est une autre suite alors dg(z,, yn) <
dg(zn,x) + dg(z,yn) — 0 donc il existe N’ € N tel que si n > N’ on a dg(z,,yn) < n et donc
dr(f(zn), f(yn)) < e. Par conséquent dp(f (), f(yn)) — 0 et comme dp(f(z,),l) — 0 on a bien
fyn) — 1 _

La limite [ ne dépend que du point x. Si f est un prolongement continu de f on a donc
nécessairement f () = l. Cela montre 1 unicité du prolongement. Il reste & prouver que si on
définit f de cette facon ¢ est une fonction qui est uniformément continue. Soit ¢ > 0, comme
f est uniformément continue il existe n > 0 tel que si dg(t,z) < n avec t, z € D on a
dr(f(t), f(z)) < e. Soit =, y deux points quelconques de E tels que dg(z,y) < /2. On sait
qu’il existe (zp)nen €t (Yn)nen deux suites de D telles que x,, — z et y, — y. Pour n suffisem-
ment grand on aura dg(Tn,yn) < dg(@n,z) + dp(z,y) + de(y, yn) < n/4+n/2+n/4 =n et done
de(f(xn), fyn)) < e. Mais f(z,) — f(x), f(yn) — f(y) et la distance est continue (cf Exercice
9). Donc dp(f(zn), f(yn)) — dr(f(z), f(y)) < e. C’est ce qu’il fallait démontrer.

Un autre théoreme clé de 1’analyse pour obtenir 1’existence et 1 unicité de solution de
problemes non linéaire est le suivant. La notion d “espace complet est 1a aussi essentielle.

Théoréme 2. (Théoréme de Picard) Soient (E,d) un espace métrique complet. Soit f : E — E
une application strictement contractante, ¢ ‘est & dire qu “il existe une constante k €]0, 1] telle que :

Vz, y € E, d(f(z), f(y)) < kd(z,y).
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Alors f a un unique point fize, ¢ ’est a dire qu il existe un unique a € E tel que a = f(a).
De plus toute suite récurrente, (an)nen vérifiant Vn € N, an41 = f(an), converge vers a et
d(an,a) < k"d(ag,a).

Il faut remarquer que ce théoreme donne un moyen constructif d “approcher la solution de
point fixe a et méme un ordre de convergence.

On remarque tout d abord que la fonction f est continue. Considérons une suite (an)nen
vérifiant Vn € N, a,,11 = f(a,). On a alors

Vn 2 17 d(an+17an) = d(f(an)a f(anfl)) S k d(a»,“(ln,l).
Par récurrence on obtient Vn > 1, d(apy1,a,) < k™ d(aq,ag). Par conséquent

an p Z 17 d(an-‘rm an) S d(an—i-pa an+p—1) + d(an—l-p—lv an+p—2)--- + d(an—‘rh an)
< ke d(al, ao) + k‘nijil d(a1, Cl())... + k" d(al, ao)

1— % d(al,ao).

<

Cela montre que la suite est de Cauchy et donc, comme E est complet, a,, — a pour une limite
a € E. On a aussi f(a,) = ape1 — a. Comme f est continue f(a,) — f(a). On obtient ainsi
que a = f(a). Maintenant si b est un autre point fixe, b = f(b), alors d(a,b) = d(f(a), f(b)) <
k d(a,b), (1 = k)d(a,b) < 0. Comme 1 — k > 0 cela implique que d(a,b) < 0 et donc d(a,b) = 0,
a = b. Le point fixe est bien unique. Reste & obtenir 1 ordre de convergence de la suite a,. On a
d(ant1,a) = d(f(an), f(a)) <k d(a,,a), on obtient par récurrence d(a,+1,a) < k"t d(ag,a) ce
qu ‘il fallait démontrer.

Exercice 11. Soit E = {f : R — R/f >0, f € C°(R;R), f est borné}, on munit E de la
distance d(f,g) = sup|f(z) — g(x)|.
z€R

1. Montrer que (E,d) est complet.
Soit g € E et k € C°(R%;R) qui vérifie k > 0 et tel qu ‘il existe ¢ : R — R intégrable avec

Ve,y e R, k(z,y) < o(y), /w(t) dt < 1.
R

On cherche f € E tel que

Vr € R, f(x)—/Rk(%y)f(y) dy = g(x).

2. Montrer que pour tout u € E, K(u) : x € R — / k(z,y)u(y) dy € E.

R
3. En utilisant un point fize montrer qu il existe une unique solution f.

1.4 Compacité

Un autre concept clé de 1 “analyse est celui de compacité. La compacité permet aussi d “obtenir
des suites convergentes. L “exemple standard qu il faut avoir en téte est celui des intervalles bornés
de R. En particulier on a vu au premier cycle que de toute suite numérique bornée on peut extraire
une suite qui converge. On a les définitions suivantes.

Définition 9. Un espace métrique (E,d) est compact si de tout recouvrement de E par des ouverts
on peut extraire un recouvrement fini. Autrement dit si S C O est tel que E = UpesO alors il
existe n € N et O, Os,...0,, des ouverts de S tels que E = 01 U O3...U O,,.

L “espace est dit séquentiellement compact si de toute suite on peut extraire une suite qui converge
dans E.
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L “espace est précompact si pour tout € > 0 il existe n € N et x1, x2,...xy, n points de E tel que
E = B(x1;¢) U B(xg;€)... U B(xp; €)

Si X est une partie de E alors X est aussi un espace métrique pour la distance induite. Les
définitions ci-dessus s “appliquent donc aussi aux sous ensembles de E. Il faut juste faire attention
que les convergences doivent avoir lieu dans X (si une limite existe dans E il faut vérifier qu“elle
appartient & X) et que les boules de X (respectivement les ouverts de X) sont les intersections
des boules de E (respectivement des ouverts de E) avec X ou alors on remplace 1”égalité dans les
définitions de la compacité et de la précompacité par des inclusions.

Exercice 12. Soit X une partie d “un espace métrique (E,d). Montrer que si X est précompact
alors son adhérence X est aussi précompacte.

Les notions de compacité et de compacité séquentielle sont purement topologiques, par contre
la précompacité fait intervenir la distance. En topologie générale (quand il n "y a pas nécessairement
de distance mais uniquement une topologie définie par ses ouverts) il n”y a pas de lien entre
compacité et compacité séquentielle. Cela vient du fait qu’une valeur d’adhérence d’une suite n’est
pas nécessairement une limite d’une suite extraite. Il en est heureusement autrement dans les
espaces métriques.

Théoréme 3. Soit (E,d) un espace métrique. Alors les propositions suivantes sont équivalentes.
o (E,d) est compact.

oo (E,d) est séquentiellement compact.

X (E,d) est précompact et complet.

On commence par remarquer qu’un espace compact est précompact. En effet E = U,cpB(x;¢€),
de ce recouvrement par des ouverts on peut extraire un recouvrement fini ce qui donne la précompacité.

On voit aussi facilement quun espace séquentiellement compact est complet. En effet de
toute suite de Cauchy on peut extraire une suite convergente et 1 exercice 10 montre que c est
alors toute la suite qui converge.

Le reste de la démonstration est plus délicat.

Montrons tout d “abord que e implique ee par un raisonnement par 1“absurde. Soit donc E un
métrique compact et (a,)nen une suite sans point d “adhérence. Soit € E, comme z n’est pas un
point d “adhérence, il existe alors €, > 0 tel que B(z;e,) ne contient qu “un nombre fini de termes
de la suite, cf exercice 5. Par compacité il existe x1,...xx tels que E C B(x1;64,)U..B(TKk;€xy )-
Or B(x1;64,) U...B(TK; €z, ) ne contient qu “un nombre fini de terme de la suite on ne peut donc
pas avoir {a,/ n € N} C B(x1;64,) U ...B(zk; €z, ). D ol la contradiction.

Pour montrer que ee implique o ® ¢ démontrons la contrapposée. Si E n’est pas précom-
pact alors il existe € > 0 tel qu’il n’existe pas de recouvrement fini par des boules de rayon
€. On va alors construire une suite sans point d’adhérence. Soit ap € E, comme B(ag;&) ne
recouvre pas F il existe a1 € FE tel que a1 ¢ B(ao; ). Supposons choisis ag, ..., a, dans F tels que
an ¢ B(ag;e) U ...B(ay—1;¢) alors comme B(ag;e) U ...B(an—1;¢) U B(an;€) ne recouvre pas E il
existe an4+1 € E tel que ant1 ¢ B(ag;e) U ...B(an—_1;€) U B(an; ). La suite ainsi construite vérifie
que pour n > m a, ¢ B(am;¢€) et donc d(an,an) > €. La suite est donc sans point d “adhérence.
On vient de prouver que si 1’espace est séquentiellement compact alors nécessairement il est
précompact et on a déja vu qu’il était aussi complet.

Il reste a prouver que e @ ® implique o. On raisonne par 1 absurde. Si E n’est pas compact il
existe un sous ensemble S des ouverts O qui recouvre F, F = UpesO, et tel qu il n existe aucun
sous recouvrement fini. Comme FE est précompact il peut étre recouvert par un nombre fini de
boules de rayon 1. Une de ces boules, B(aop; 1) ne peut donc pas étre recouvert par un nombre fini
d’ouverts de S. On peut aussi recouvrir B(ag;1) par des boules en nombre fini de rayon 1/2 et
on peut toujours supposer qu “elles ont une intersection non vide avec B(ag; 1). Nécessairement au
moins une de ces boules B(ai;1/2) n’admet pas de recouvrement fini par des ouverts de S. On
construit ainsi par récurrence une suite (a,)nen tel que B(a,;1/2") N B(a,—1;1/2"71) # 0 et qui
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ne peut pas étre recouvert par un nombre fini d “ouverts de S. On a d(ay, a,—1) < 1/2"+1/2""1 =
3/2™ et donc

d(an-‘rpv an)

< d(an—i—pa an+p—1) + d(am—p—la an+p—2) +.d(any1,an)
d(a7z+p7an) <3

J2n P g g/on el 4 3/ont < 3/2m,

La suite est donc de Cauchy et comme FE est complet, elle converge vers un élément a € E. En
passant & la limite p — oo plus haut on obtient aussi que d(a,a,) < 3/2™. En particulier la boule
B(a,;1/2™) est incluse dans B(a;1/2"~2). Comme S est un recouvrement de F, il existe O € S
tel que a € S. Comme O est un ouvert pour un n assez grand B(an;1/2") C B(a;1/2"72) C O.
Ceci est en contradiction avec le fait qu on ne peut pas recouvrir B(a,;1/2™) par un nombre fini
d“ouverts de S.

Définition 10. Soit (E,d) un espace métrique, on dit qu’il est séparable si et seulement si il existe
un sous ensemble dense dénombrable.

Autrement dit il existe une suite de E, (2, )nen, telle que D = {z,, / n € N} soit dense dans
E. On a le résultat suivant qui sera utile au chapitre 4.

Proposition 10. Si (E,d) est espace métrique séparable alors pour tout F C E, (F,d) est aussi
un espace métrique séparable.

On considére une suite (z,)nen dense dans E. Pour tout & > 1 et tout n € N on choisit
a2k € B(zyn;£) N F si ce dernier ensemble est non vide. Le sous ensemble de F, {z¥/n € N, k >
1, B(xy; £) N F # 0} est dénombrable par réunion dénombrable d ensembles dénombrables. 11 est
aussi dense, en effet pour tout x € F' et tout k > 1 il existe n tel que x € B(xz,; %) N F par densité
de la suite (,,)nen dans E. Dans ce cas z¥ € F existe et d(x,2F) < d(x,2,) + d(2n,2F) < 2/k.

Le lien entre séparabilité et compacité est donné dans la proposition suivante.

Proposition 11. Un espace métrique compact (E,d) est séparable.

1
Soit m > 1 un entier, 'espace E est recouvert par les boules B(z;—), x € E. 1l existe donc
n

1

K, € Net af,28,..a% € E tels que E = USr B(z?; =). Soit D = {2} /n>1, k=1,..., K,},
" = n

c’est une union dénombrable d’ensembles finis, D est donc dénombrable. Soit x € E, montrons

— 1 1
que z € D. Soit € > 0, il existe n > 1 tel que — < e. Comme F = U,ii"lB(a:Z; —), il existe kg tel
n n

que x € B(zy ; L1y Donc d(z,z} ) < L < € avec zp € D. L'ensemble D est donc bien dense et

dénombrable. "

Définition 11. Soit X C F une partie d “un espace métrique (E,d). On dit que X est relativement
compact si sa fermeture X est compacte pour la distance induite d.

Du théoreme 3 de la proposition 9 et de 1 “exercice 12 on déduit immédiatement la proposition
suivante. (Les détails de la vérification sont laissés en exercice.)

Proposition 12. Soit X C E une partie d ‘un espace métrique (E,d). On suppose que E est
complet alors si X est précompact il est relativement compact.

La proposition suivante peut s énoncer ainsi :
L “tmage d “un compact par une application continue est compacte.
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Proposition 13. Soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et f : E — F une fonction
continue. Alors si E est compact f(E) est un compact de F.

La démonstration est aisée si on utilise la compacité séquentielle. Soit (b, )nen une suite de
f(E). Il existe (ap)nen une suite de E telle que b, = f(ay). Si E est compact il existe une sous
suite (an, )ken qui est convergente dans E : a,, — a. Comme f est continue on a by, = f(an,) —
b= f(a). C’est ce qu’il fallait démontrer.

En général tout produit d espaces compacts (E;);ecz est aussi un compact pour la topologie
dont les ouverts sont engendrés par les ensembles {2 suivants, ol pour tout ig € Z O;, est un ouvert
delﬂo

QO ={z = (2i)iez/ vi € Ej, xiy € O4y }.

C’est le théoreme de Tykhonov. Malheureusement il n’existe pas toujours de métrique corres-
pondant a cette topologie. On préfére donc donner une version plus simple et plus concrete de ce
théoreme.

Proposition 14. Soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques compacts. On munit E x F de la
distance V(z1,y1), V(22,y2) € EXF, d((21, 1), (22,92)) = dp(21, 22)+dr(y1,y2). Alors (EXF,d)
est aussi un espace métrique compact.

On vérifie cette proposition grace & la compacité séquentielle. Soit donc ((#y,Yn))nen une
suite de I/ x F'. Comme E est séquentiellement compact il existe une suite extraite z,, de la suite
2y, qui converge vers une limite x € E. De méme, de la suite y,, de F' on peut extraire une suite
extraite noté y,, qui converge vers un y € F. On remarque que la suite z,,, est extraite de la suite
convergente x,, et donc converge aussi. On a donc dE(acnP7 x)+ dF(ynp, y) — 0 ce qui montre bien
que (Tn,,Yn,) — (v,y) dans £ x F.

Le résultat suivant est aussi tres utile et peut s énoncer :
Une fonction réelle sur un compact atteint ses bornes.

Proposition 15. Soit (E,d) un espace métrique compact. Soit f : E — R une fonction réelle
continue. Alors il existe a, b € E tel que Vo € E on a f(a) < f(x) < f(b).

Autrement dit ing f(z) et sup f(x) sont finis et sont en fait un minimum et un maximum
z€ €l

atteints respectivement en a € E et b € E. En particulier |f(z)| est borné.

Pour la démonstration on considére une suite minimisante, ¢ est & dire une suite (a,)nen
telle que f(a,) — a =infecp f(x) que « soit fini ou non. Comme E' est compact, on peut extraire
une suite (an, )keny qui converge vers un ¢ € E. Comme f est continue, f(an,) — f(a) ce qui
montre que « = f(a). On raisonne exactement de la méme fagon pour la borne supérieure.

Comme corollaire a cette proposition on obtient la proposition suivante.

Proposition 16. Soit (E,d) un espace métrique. Si E est compact alors il est borné : il existe
M >0 tel queVz, y € E, d(z,y) < M.

On utilise la proposition 15 avec la fonction f : E x E — R défini par f(z,y) = d(z,y).
E x E est bien compact grace a la proposition 14 et f est bien continue. (Cf exercice 8.)

Proposition 17. Soit (E,dg) et (F,dp) deux espaces métriques. Soit f € C(E; F') une fonction
continue, alors si E est compact, [ est uniformément continue.

Soit ¢ > 0 et x € FE, en utilisant la continuité au point z on obtient 1 existence de
n(x) > 0 tel que Yy € B(x;n(x)), dr(f(x), f(y)) < /2. Les boules B(z;n(x)/2) quand z par-
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court E' sont des ouverts qui recouvrent E. Comme E est compact, il existe z1,...zy tels que
E = Ul B(x;;n(x;)/2). Soit n = ‘rrllin n(x;)/2 alors Yy, z € E tels que dg(y,z) < n il existe
i=1,...n

i € {1,..n} tel que y € B(zi;n(x;)/2). On a de(x;, 2) < de(zi,y) + de(y, 2) < n(x;)/2+n <
n(z;) donc on a y et z qui appartiennent & B(x;;n(z;)/2). Par conséquent dp(f(y), f(z)) <
dr(f(z:), f(¥) + dr(f(x;), f(2)) <e/24¢/2 =c. f est donc bien uniformément continue.

N



Chapitre 2

Espaces vectoriels normés

2.1 Généralités et théoreme de Riesz

Dans ce chapitre E désignera un espace vectoriel sur K = R ou C. On appelle norme une
application ||.|| : x € E — ||z|| € [0, 00[ qui vérifie :

— |||l = 0 si et seulement si z = 0,

- VAeKetVere Eona |zl =Nz,

~VexeEetVye Eonalz+yl| <|z|+ ]yl

Définition 12. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel E sur K =R ou C muni d “une
norme ||.||.

On a immédiatement la proposition suivante qui permet d “utiliser les résultats du chapitre
précédent.

Proposition 18. Un espace vectoriel normé (E,||.||) est un espace métrique pour la distance
d(z,y) = |lz = yl|.

La vérification de cette proposition est laissé en exercice. On a

Proposition 19. Soit V' un sous espace vectoriel d “un espace vectoriel normé (E,|.||). Alors son
adhérence est aussi un sous espace vectoriel de E.

La vérification est immédiate. Si deux suites de E convergent alors une combinaison linéaire
de ces suites converge aussi.
On rappelle aussi le résultat suivant vu au premier cycle.

Proposition 20. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes sur E
sont équivalentes.

Exercice 13. Montrer que dans un espace vectoriel normé (E, ||.||), | “adhérence de la boule ouverte
B(z;r) pourx € E etr > 0, est la boule fermé By(x;1) et que l “intérieur de la boule fermé By(x;r)
est la boule ouverte. Comparer avec 1 exercice 4.

Exercice 14. Montrer que dans un espace vectoriel normé (E., ||.||), les sous espaces vectoriels de
dimension finie sont complets.

17
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Exercice 15. On pose E = C°([a, b]; C) I “espace des fonctions complexes continues sur [ “intervalle
réel [a,b] et pour tout u € E on définit

b
[lla :/ lu@®)] dt,  ulleo = sup fu(t)].

t€la,b]

Montrer que (E,|.|[1) et (E,||.|ls) sont des espaces vectoriels normés. On note B1) | respecti-
vement B les boules pour la norme ||.||1, respectivement ||.|so. Montrer que B(>)(0;1) C

BM(0;1). Existe-t-il R > 0 tel que BV (0;1) € B(>)(0; R) ? Est-ce que BJ(COO)(O; 1) est fermé dans
(E,|I[llh) ¢ Et a linverse a-t-on B;l)((); 1) fermé dans (E,||.||loo) ¢ Indication : étudier la suite

fo(z) =n e M@=a),

L “exercice précédent montre deux choses.

Tout d’abord que 17on peut considérer des ensembles de fonctions comme un espace affine
ou vectoriel dont les éléments, ¢ “est a dire les points ou les vecteurs, sont des fonctions. Ce point
de vue est central en analyse fonctionnelle. Il permet en particulier de trouver des solutions a
des probléemes ou 1”’inconnue est une fonction. La difficulté est que les espaces fonctionnels ont en
général une dimension infinie.

Le deuxiéme point qui mérite d“étre souligné est que contrairement & la dimension finie ou
toutes les normes sont équivalentes, elles ne le sont pas en général. Le choix de la norme pour
étudier un espace fonctionnel est donc crucial.

On va maintenant s “intéresser a la compacité. On sait qu“en dimension infinie les compacts
sont les fermés bornés. Ce n “est pas le cas en dimension infinie. La proposition suivante est connue
sous le nom de lemme de Riesz.

Proposition 21. (Lemme de Riesz) Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Soit V. # E un sous
espace vectoriel de E. On suppose que V est fermé. Alors pour tout a €]0,1[ il existe un vecteur
x € E de norme ||z|| =1 tel que d(z,V) > 1 — a.

La distance d “un point & un ensemble est donnée dans la définition 2. Soit y ¢ V qui existe
puisque V # E. On utilise 1 “exercice 7 pour conclure que d(y, V) > 0. Soit a €]0, 1] il existe donc

v eV tel que |ly —v| <d(y,V)/(1 — «). On pose x =

u.SOitweVona
ly — ol
| (y—v—lly—v|w) |

ly — ol

[ —w| =
Or v + |ly — v||w appartient & V' et donc || y — v — ||y — v||w || > d(y, V). Par conséquent

e

(v, V)/(1 —a)

On a bien [|z|| =1 et d(z,V) > 1 — a.
On peut maintenant énoncer le théoreme de Riesz.

Théoréme 4. La boule unité fermée B¢(0;1) d “un espace vectoriel normé (E, ||.|) est compacte
si et seulement si E est de dimension finie.

Si F est de dimension finie n il existe une base (eq,..,e,) de E. L application ® : K* — E
n

définie par ®(x1,...,x,) = ka e est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On définit une

1
norme sur K" par ||z|| = ||®(z)| g. Pour cette norme que 1”on sait équivalente & toute autre norme
de K™, ® est une isométrie. La boule fermé dans E est 1’image de la boule fermé de K" par ®.
Or dans K" les fermés bornés sont compacts donc la boule fermé est compacte et 1'image par une
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application continue d “un compact est compacte , cf proposition 13. La boule unité fermé de F
est bien compacte.

Pour démontrer la réciproque on considere la contrapposée. Soit donc E de dimension infinie.
On suppose avoir construit ay, ..a,, n vecteurs de E tels que ||ag|| = 1 et ||ja; —ag| > 1/2 pour tout
k # 1 dans {1, ...,n}. Soit V,, le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs (ax)g=1,..n. Vy est
de dimension finie donc il est fermé, cf exercice 14 et comme E est de dimension infinie V,, # E.
On peut donc appliquer le lemme de Riesz, proposition 21. Il existe a,y1 tel que |ja,i1]| = 1
et d(ant1,Vn) > 1/2. En particulier ||ap+1 — ax|| > 1/2 pour k = 1,...,n. La suite (an)nen
ainsi construite est sans point d “accumulation. En effet une suite extraite (an, )ken vérifie ||an, —
sy || > 1/2 et ne peut donc pas converger.

2.2 Applications linéaires

En dimension infinie il existe des applications linéaires qui ne sont pas continues. Pour s “en
convaincre il suffit de faire 1"exercice suivant.

Exercice 16. Soit C°([—~1,1];C) [ espace des fonctions complexes continues sur [—1,1]. Soit
H : [-1,1] — C la fonction défini par H(t) = —1 pour t € [-1,0[, H(t) = 1 pour t €]0,1] et
H(0) =0. On pose

E={f=u+\H/uecC-1,1];C), A € C}.

et pour tout f € E on définit

1]l = / (8] d.

Vérifier que E muni de ||.||1 est bien un espace vectoriel normé.

Montrer que la suite u,, u,(t) = %arctg(nt) est une suite de E qui converge vers H.

Pour f € E montrer qu il existe un unique X € C tel que f — AXH € C°([—1,1];C). On pose
I(hH=A

Vérifier que | : E +— C est bien linéaire mais que | n “est pas continue.

On se restreint généralement a 1“étude des applications linéaires continues. On a le théoreme
suivant.

Théoréme 5. Soit (E,||.|g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés et ® : E — F une
application linéaire. Les proposition suivantes sont alors équivalentes :

o & est continue en 0,

oo O est uniformément continue sur E,

eee D est bornée : il existe M > 0 tel que Vr € E, ||®(2)||lr < M ||z|g-

Montrons tout d “abord que e implique o e o. ® étant continue en 0, il existe n > 0 tel que si
lz]le < n alors || ®(z)||r < 1. Soit maintenant « € E quelconque non nul. Alors y = n x/||z|| est

xT T
el _ e

de norme 7 et donc ||®(y)||F < 1. Mais comme & est linéaire on a ®(x) = ( D(y) et
n
donc ||®(z)] < M D “autre part cette inégalité est évidemment vérifiée pour z = 0. On obtient
n

ainsi le résultat recherché avec M = —.

Si maintenant e e e est vérifiée glors comme P est linéaire on a Vz,y € E, |(z) — (y)| =
|12(z —y)|| < M ||z — y||. L application ® est donc M-Lipschitz et donc uniformément continue.
On a obtenu ee.

Il est d’autre part évident que ee entraine e! On a donc bien montré 1°équivalence des
propositions.

On définit maintenant la norme des applications linéaires.
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Proposition 22. Soit (E,|.|g) et (F,|.||r) deuz espaces vectoriels normés. On note L(E;F)
[“ensemble des applications linéaire continue de E dans F. Pour ® € L(E; F) on a :

P(x F
ap  [o@)le=  swp [o@)le= sp 120
2€E, ||lz]|p=1 2€E, [|lz]|p<1 wck, 220 |Z|E

Ce nombre noté ||®| c(p,ry défini une norme sur L(E; F') qui est ainsi un espace vectoriel normé.

La vérification est laissée en exercice.

En général, le sup qui définit la norme n’est pas nécessairement atteint en un point xg € E.
C “est vrai en dimension finie car la boule unité fermée est compacte et qu “une application continue,
ici x — ||®(z)||, atteint ses bornes sur un compact. Sinon on a le contre-exemple suivant.

Exercice 17. On considére E = C°([0,1]; C) I “espace des fonctions complezes continues sur [0, 1]
1

que 1 on munit de la norme |lul|; = |u(t)| dt.

Soit ® : E— E [ application définie gg)ar D(u)(t) =t ult).

Montrer que ® € L(E; E) et que ||®[|z(gz) < 1.

En s “aidant de la suite up,(t) = (n + 1) t" montrer que (|| 2z = 1.
Enfin prouwver qu il n"eziste pas de u # 0 tel que || P(u)|l1 = ||u|l1-

Finalement on a le résultat suivant sur la composition des applications linéaires continues
dont la vérification est laissée au lecteur.

Proposition 23. Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés. Alors si ® € L(E}F) et
Vel(F;G), naVodeL(E;G) et

[Wo @ cma < NPllemr) 1¥]ore)-

2.3 Hyperplans et formes linéaires

On commence par rappeller les définitions d “espaces supplémentaires. Soit F un espace
vectoriel et V', W deux sous espaces vectoriels de E. On dit que V et W sont supplémentaire
et on note £ = V + W si et seulement si pour tout x € F il existe v € V et w € W tels que
r = v+ w. On dit qu’ils sont en somme directe et on note £ =V @& W si et seulement si ils sont
supplémentaires et vérifient VN W = {0}.

Proposition 24. Soit E un espace vectoriel et V., W deuz sous espaces vectoriels de E en somme
directe, E =V @ W. Alors pour tout © € E il existe un unique couple, (v,w) € V. x W, tels que
x = v+ w. Les applications ® : E— E et V : E — E définies par ®(x) = v et V(x) = w sont
des applications linéaires. ® est la projection sur V' parallélement a W et ¥ la projection sur W
parallelement a V. Si de plus W' est un autre sous espace vectoriel de E tel que E =V W' alors
il existe un isomorphisme d “espaces vectoriels entre W et W'.

L “unicité de 1”écriture provient du fait que si v +w =v' +w’ avecv, v/ € Vet w, w' € W
alors v—v" = w—w’ appartient & VN = {0}. On vérifie alors aisément que ® et ¥ sont linéaires.
Si U’ est la projection sur W’ parallélement & V' alors pour tout w € W on a w — ¥ (w) € V donc
U(w — ¥(w)) = 0. Comme ¥(w) = w on obtient ainsi Yw € W, ¥ o ¥'(w) = w. Par symétrie
entre W et W’ on a aussi Vw' € W/, ¥ o ¥(w') = w’. L application ¥’ : W — W’ est donc un
isomorphisme dinverse ¥ : W’/ — W.

Il découle de la proposition que si W et W' sont chacun en somme directe avec V' alors ils
ont méme dimension. Par définition cette dimension est la co-dimension de V.

Un hyperplan est un sous espace vectoriel de co-dimension 1.
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En dimension infinie comme en dimension finie 1"équation d “un hyperplan est donnée par
une forme linéaire. En effet si [ est une forme linéaire non nulle , ¢ est & dire une application
linéaire de F dans K, alors il existe a € E tel que {(a) # 0. Notons K a la droite engendré par a et

l
H =N() =17%(0) le noyau de . On a alors E = H ® K a. En effet si z € E alors h = x — Hz) a

l(a)
l
est bien dans H (car [(h) =0), on a donc x = h + A\a avec A = lg;’ h € H et Aa € K a. D autre
part si h = Aa € HNK a alors I(h) = M(a) =0. Donc A =0 et h = 0. H est bien un hyperplan,
¢ est celui d”équation I(z) = 0.
Réciproquement si H est un hyperplan, il existe a # 0 tel que £ = H ®K a. Pour tout x € £
il existe un unique h € H et un unique A € K tel que z = h+ Aa. On pose [(x) = A. [ est bien une

forme linéaire et H = N(I). On peut maintenant énoncer la proposition suivante.

Proposition 25. Les hyperplans H d “espace vectoriel E sont les noyauz des formes linéaires non
nulles. Si E est normé et H = N(I) alors | est continue si et seulement si H est fermé.

Il reste & démontrer la derniere partie de la proposition. Si [ est continue alors 1’image
réciproque des fermés est fermé, cf proposition 6, donc H = [~1(0) est fermé.

Réciproquement supposons que H est fermé. Soit Ka une droite supplémentaire. Quitte a
multiplier a par un scalaire A € K on peut supposer [(a) = 1. Si I n’est pas bornée alors il existe
une suite (2, )pen vérifiant ||z, < 1 et |I(zn)] — oo. A partir d"un certain rang I(z,) # 0 et

z,, — 0. Posons h,, = a — Zp, on a h, — a et h, € H car l(h,) = 0. Comme a ¢ H

U(zn) (zn)
¢ est en contradiction avec le fait que H fermé. [ est donc bornée et donc continue, cf théoreme 5.

Exercice 18. Soit V' un sous espace vectoriel d “un espace vectoriel E de co-dimension n.
Montrer qu “il existe n formes linéaires indépendantes ly, la, ..., 1, telles que v € V' si et seulement
sily(v) =0, la(v) =0,...,1,(v) =0.

Montrer que ly, I, ..., 1, sont continues si et seulement si V est fermé.

Indication : prendre une base d un espace W en somme directe avec V' et considérer sur W les
applications coordonnées.

Soit F un espace vectoriel normé, le dual de E noté E’ est 1’ensemble L(FE;K) des formes
linéaires continues.

On donne sans démonstration le théoréeme suivant qui est une version du théoreme de Hahn
Banach.

Théoréme 6. Soit E un espace vectoriel normé et V un sous espace vectoriel de E. Sim est une
forme linéaire continue sur V' pour la norme induite, alors il existe un prolongement | € E' de m
non nécessairement unique de méme norme :

voeV, m) =),  |lle = |m]v.

Une conséquence importante de ce théoreme est la suivante.

Proposition 26. Soit E un espace vectoriel normé et x € E. Si pour tout ] € E' on al(z) =0,
alors x = 0.

Cette proposition dit que pour montrer qu un vecteur est nul il suffit de le tester contre
toutes les formes linéaires continues.

Soit = # 0 un vecteur de E. K x est un sous espace vectoriel de E et m : K x — K défini
par m(A ) = X est une forme linéaire continue de norme 1/||z||. Par le théoréme 6, on peut la
prolonger par | € E' et on a l(z) = m(z) = 1 # 0. On a ainsi démontré la contrapposée de la
proposition.
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2.4 Exercices

Exercice 19. On note E [’espace des suites a = (aq, ..., an,...) de complexes telles que la série
oo

> ay est absolument convergente. On pose |lal| = Z |an|.
n=1

1) Montrer que (E,||.||) est un espace vectoriel normé.

2) Soit ) € E la suite définie par e = 0 pourn +k et e,(ck) = 1. Cette suite (de suites) a-t-elle
une valeur d “adhérence ? Que peut-on en conclure ¢

3) Pour R > 0 fixé on considére

R
K={a€E/|a,| < ﬁ}

Montrer que K est précompact. On pourra commencer par montrer que les ensembles Ky = {a €
K/a, =0 pour n > N + 1} sont précompacts.

Exercice 20. Soit E [’e.v.n. défini dans | exercice 19 et u = (uq,us,...) une suite bornée non
o0

nulle. Pour a € E on note l(a) = Z Up, Gy -
n=1

1) Montrer que l est une forme linéaire continue.

On note H = N(l) son noyau. On pose v, = u—z
n

2) Montrer que toute suite a € E peut se mettre sous la forme a = v+bou A€ C etbe H et
que cette décomposition est unique.

Soit W ={a € E/Zn a, est absolument convergente}. Poura € E on note a™™ = (a1, as, ..., ax, 0,0, ...).

3) Montrer que a'’®) — a dans E. W est-il un s.e.v. fermé de E ?
Soitb e E\W et By =W ®wvect(b). Poura=w+ b (A€ C et we W) dans E1 on définit | par
l(a) = \. Montrer que | est une forme linéaire sur Ey qui n “est pas continue.

Exercice 21. Soit E = L'(R) muni de la norme usuelle. Montrer que

x
1+

H=(rer) [ j@di= [ s i)

est un hyperplan fermé et trouver un supplémentaire.

Exercice 22. Soit E un e.v.n. sur R ou C. On rappelle que pour x € E etY C E on a
d(x,Y) = inflllx —yll/y € Y}
|i(x)

On note H = 171(0) ou | est une forme linéaire continue. Montrer que d(x, H) = ~—~

e

Exercice 23. Soit E un e.v.n. sur R ou C. Un hyperplan affine est par définition de la forme
H=a+ Hy otuackFE et ouHy est un hyperplan. Montrer qu il existe une forme linéaire l et un
scalaire o tels que H = 17 (a).
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Exercice 24. On note Lg [ espace vectoriel sur R des suites a de complexes qui tendent vers 0.
o0

Pour a € Lo on pose ||al| = sup,>olan| et l(a) = n

on’

1) Montrer que pour tout a € Ly on a |la]| < oo.

2) Montrer que 1 est une forme linéaire continue de norme 1 mais que la norme n’est jamais
atteinte.

On dit que H =17 (a), o € R est un hyperplan d “appui de A C Lg ssi :

Vu € A, l(u) > alouVu € A, l(u) < a) et il existe ug € A/ l(ug) = a.

3) Montrer que B(0;1) n’a pas de plan d appui.
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Chapitre 3

Espaces de Banach

3.1 Généralités

Définition 13. Un espace de Banach est un espace vectoriel complet.

Cette définition prend tout son sens dans le cas de la dimension infinie. En effet on a en
dimension finie le résultat suivant,

Proposition 27. Les espaces vectoriels normés de dimension finie sur K = R ou C sont des
Banach.

On a déja vu que les espaces vectoriels normés E de dimension N € N* sont isométrique a
K" pour une norme convenable, cf la démonstration du théoréme 4 de Riesz. Or KV est complet
donc F est bien complet.

La démonstration que KV est complet, est basée sur un raisonnement coordonnées par co-
ordonnées en utilisant la complétude de K, cf le cours de topologie. On peut refaire la méme
démonstration pour les espaces de suites.

Exercice 25. Soit [1(N) [ espace des suites a termes complezes (a,)nen telles que la série > |ay|

oo
est absolument convergente. On pose |lally = Z |an].
n=0
Montrer que (I'(N), ||.|[1) est un espace vectoriel.

Soit a® une suite de Cauchy dans I*(N). Montrer que pour tout n firé, la suite de C, (a¥)ren, est

de Cauchy.

On pose a, = lim a
k—oo

n’

montrer que la suite a ainsi définie est dans I*(N) et que ||a* — al|; — 0.

Conclure que I*(N) est un espace de Banach.
Par contre, il existe des espaces vectoriels normés qui ne sont pas complets.

Exercice 26. On pose E = C°([~1,1];C) [ espace des fonctions complexes continues sur [—1,1]
et pour tout u € E on définit

full = [ Juto) .

On a déja vu, cf exercice 15, que (E,||.]|l1) est un espace vectoriel normé.
Montrer que la suite u, définie par u,(t) = n arctg(n t) a une limite pour la convergence simple
que [ on notera u.

25
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1
A-t-on uw € E ? Montrer que / |tun (t) — u(t)| dt — 0 quand n — oco. En déduire que (up), € N
—1
est de Cauchy dans E.
1

Montrer que siuy, a une limite v dans E alors / lu(t)—v(t)| dt = 0. En déduire que nécessairement
-1
v =1 sur [0,1]. Que ce passe-t-il sur [—1,0]. Est-ce que (E,||.||1) est un Banach ?

On change de norme et on pose ||ullcc = sup |u(t)|. Montrer que (E,||.||s) est un Banach.
te[—1,1]

On a le résultat suivant sur 1”espace des applications linéaires continues.

Proposition 28. Soit E un espace vectoriel normé et B un Banach alors L(E; B) est aussi un
espace de Banach pour la norme des applications linéaires.

Il n’y a que l’espace d arrivée qui a besoin d’étre complet. Soit donc (uy),en une suite
de Cauchy de L(E;B). Pour tout € E on a |[u,(z) — um(z)|| < [|[un — umllzz;m) [|2]]. Par
conséquent (u,(z))nen est une suite de Cauchy de B. Elle converge donc vers une limite que
1’on note u(x). Pour tout * € E, y € Eet A € Kon a u,(A 2 +y) = X up(z) + uy(y) donc
nlLII;O un(A z+y) = )\nli_{rolo un(x) + nh—>n<,>lo un(y) . On a ainsi u(A z +y) = X u(z) + u(y) et donc
u est bien une application linéaire. Soit € > 0, il existe N > 0 tel que pour tout n,m > N on a
l|tn — Ul 2(B;By < €. Donc pour tout x € E, pour tout n,m > N on a |[u,(z) —um ()| < € ||z].
On garde n fixé et on fait m — oo pour obtenir ||u,(z) —u(x)||p < € ||z||. Cela montre d “une part
que u est continue avec ||ul|z(g;p) < € + [[unllz(E;p) et d autre part que ||u — un||z(pp) < €. On
a bien u, — u dans L(E; B).

La complétude permet de définir des prolongements d “applications linéaires et d “utiliser les
séries normalement convergentes.

Proposition 29. Soit E un espace vectoriel normé et V un sous espace vectoriel dense de E. Soit
B un Banach, alors toute application linéaire continue v : V. — B a un prolongement unique en
une application @ € L(E; B).

C’est une conséquence du théoreme 1 de prolongement des applications uniformément conti-
nues. En effet u est uniformément continue car elle est linéaire continue, cf théoreme 5. Il existe
donc un unique prolongement @ continu. Il reste a vérifier que @ est linéaire. Pour tout = € E,
y € E et A € K, il existe des suites (2, )nen €t (Yn)nen de V tels que x,, — x et y,, — y. On a par
continuité de @ et par linéarité de u

t(Azx+y)= lim G\ z, +yn) = lim u(X 2, + yn)

n—oo

=X lim wu(z,)+ lim u(y,) = X a(z) + a(y).

Définition 14. Soit E un espace vectoriel normé, une série de terme général x, € E, n € N est
(oo}

dite normalement convergente si et seulement si la série numérique E lzn|lE est convergente.

n=0

Il est faux de dire qu’en général une série normalement convergente est convergente dans
N

E, c’est a dire que la suite des sommes partielles an converge quand N — oo. On pourra

n=0
construire un contre-exemple a partir de 1“exercice 26. C est par contre vrai si E est complet.

Proposition 30. Dans un Banach, les séries normalement convergentes sont des séries conver-
gentes.
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11 suffit de remarquer que les sommes partielles des séries normalement convergentes sont des
suites de Cauchy.

3.2 Intégrales des fonctions a valeurs dans les Banach

Il y a deux points de vue possibles pour définir 1 “intégrale au sens de Lebesgue I = / f@)dt
J

de fonctions ¢t — f(t) d un intervalle J C R (plus généralement de X espace mesuré) a valeurs
dans un espace vectoriel normé, E. Si E est de dimension finie, il n"y a pas de difficulté car on
peut intégrer coordonnées par coordonnées. Si F est de dimension infinie, il y a deux points de
vue.

Le premier consiste a remarquer que les applications coordonnées sont des formes linéaires.
On peut généraliser le point de vue et dire que x(t) est intégrable si et seulement si pour toute
forme linéaire continue [ € E’, la fonction réelle t — I(f(t)) est intégrable. La ” coordonnée” suivant
I de 1’intégrale est définie par I; = [, I(f(t)) dt. Toute la difficulté est d alors d identifier ces
résultats avec un élément de E : a-t-on un I € E tel que I; = [(I)?

L autre possibilité est de dire que t — f(t) est fortement mesurable si on peut 1“approcher
par des fonctions étagées, fr. Si fr est étagée (c’est a dire prend un nombre fini N de valeurs

N

x1,...xy dans E) alors I, = Z Ife (2n)| zn o |[fx ™' (2,)| désigne la mesure de Leguesgue du
n=1

sous ensemble de I, fkfl(:rn). On essaie alors de définir I comme une limite dans E de Ij,.

Ces deux approches sont en fait distinctes et il se peut qu une fonction soit intégrable par
la premiere approche sans qu’elle soit fortement mesurable. On veut avoir a éviter ce genre de
subtilité ici. C’est pour quoi on va se limiter a la définition des intégrales au sens de Riemann
pour des fonctions continues sur un intervalle borné.

On commence par définir ce qu’est une subdivision d “un intervalle J = [a, b] de R.

Définition 15. Une subdivision h de [a,b] est la donnée d ‘un N-uple, N >2,t1 =a <ty < ..<
ty = b.

On définit alors |h| = max  tpi1 — o Sih = (t1,...tn) et si b/ = (¢}, ...t)y) sont deux
n=1,..N—

subdivisions, on définit une subdivision plus fine h W h' = (sq,...,s57) telle que {s1,...,sp} =
{t1,..tn}U{t], ...ty } en ordonnant 1"ensemble {t1,...tx} U {], ...t}

Soit maintenant B un espace de Banach et f : J — B une fonction continue. Comme J est
compact, la proposition 17 nous indique que f est uniformément continue. Le module de continuité
de f est défini par

e(n) = sup{[[f(t) = f(s)ll / t;s € J, [t —s| <m}.

Par continuité uniforme on a £(n) — 0 quand 7 — 0.

Pour h = (t1,...ty) une subdivision, on défini une fonction en escalier fj, par fi(t) = f(tn)
pour t € [ty,tpyi[, n =1,..N — 1 et fr(tn) = f(tn). (On pourrait de fagon équivalente définir
fn(t) = f(tns1 pour t €]t,, tnt1].) On a le résultat suivant.

Proposition 31. Soit a < b deuz réels, B un espace de Banach et f € C([a,b]; B). Pour h =
N1

(t1,...tn) une subdivision de [a,b], on pose I (f) = Z (tne1 — tn)f(tn). 1l existe alors I(f) € B

n=1

tel que In(f) — I(f) quand |h| — 0. I(f) est par définition l intégrale de f sur [a,b], notée :
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fabf(t) dt =1. On pose [, f(t) dt = — f; f(t)dt=. On a

Lw@ﬁ

Ve € [a, b, LU@&:L%@&+AU@&.

<|b—al sup [[f(t)|B
B t€la,b]

I est une aplication linéaire continue, de C°([a, b]; B), muni de la norme |||f]|| = supseiap [1f () B
a valeurs dans B.

On remarque tout d “abord que pour une subdivision h on peut poser f; fr(t) dt =1;. On va
utiliser le critere de Cauchy. Soit 7 > 0 et h et A’ deux subdivisions telles que |h| < n et || < 7.
On pose (s1,...,8p) = hWh'. On a alors

M-1 M-1
In =" fulsm) (Smir=sm)s  Iw = fuwlsm) (Sme1 = sm),
m=1 m=1
M-1

1Tn = Tnells < Y [ fa(sm) = far(sm)llB (01 = 50).
m=1

Supposons par exemple que s, fasse partie de la subdivision h. On a alors fr(sm) = f(Sm).
D “autre part s, € [t;,,t;, ;[ pour un certain n. On a donc |s,, —t;,| < [W'| < net fr(sm) = f(t),)-
Par conséquent | fr,(sm) — fr (Sm)| = |f(sm) — f(t),)| < e(n). On a la méme majoration si s, fait

partie de la subdivision A’. On en conclut que

1 = Inolls < ) &) (sn41 — s0) = (b—a) e(n).

M-1
m=1

Cela montre que I est une suite de Cauchy qui donc converge dans B vers un élément I. La

majoration de 1’intégrale I est obtenue en remarquant que pour toute subdivision h la méme
b c b

majoration est obtenue sur ;. De méme la relation de Chasles : / = / + / est démontrée en
a a C

considérant des subdivisions passant par le point c.

On va faire maintenant le lien entre primitives et intégrales. Si J est un intervalle de R et
FE un espace vectoriel normé, on rappelle que f : J — FE est dérivable en un point ¢t € J si et

seulement si w

f'(t). De méme on dit f € C1(J; E) si f est dérivable en tout point de J et sit € J — f'(t) € E
est une fonction continue.

a une limite dans E pour t + h € J et h — 0. Cette limite est notée

Proposition 32. Soit J un intervalle de R et E un espace vectoriel normé. Soit f : J — E une
fonction dérivable en tout point de dérivée nulle, alors f est constante.

Soit I € E’, on pose g(t) = I(f(t)). Cela définit une fonction réelle sur J. De plus on a

gt +h) —g(t) _ Uf{E+h) - UfR) _, (f(t+h) - f(t))
h h '

- h
Comme [ est continue, g est dérivable et ¥t € J, ¢'(t) = 0. La fonction réelle g est donc constante.

Soit @ € J on en conclut que pour tout I € E’, tout t € J on a I(f(t)) = I(f(a)), I(f(t) —
f(a)) = 0. Grace a la proposition 26, on obtient f(t) = f(a), ce qu’il fallait démontrer.
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Proposition 33. Soit J un intervalle de R et B un espace de Banach. Soit f € C(J; B) alors les
primitives de f sont les fonctions F € C*(J; B) de la forme :

Ft) = o+ [ £ ds,

ouzx € B, a € J sont arbitraires.

t
Soit F de la forme F(t) = =+ / f(s) ds. On a alors en utilisant la relation de Chasles et

la majoration des intégrales

3 t+h t+h
Fem-F(O) _ 1 | r@as=rw+g [0 - )

HF@W—F@)_M < swp [£(s) - F@)ls.

B s, |s—t|<h

h

Comme f est continue au point t on a sup || f(s) — f(¢)||z — 0 quand h — 0. La fonction F'
s; |s—t|<h

est donc dérivable au point ¢ et F'(t) = f(¢).

Réciproquement si G est une autre primitive alors — (G — F) = 0. En utilisant la proposition

32 on obtient donc qu’il existe y € B tel que Vt € J on a (G — F)(t) = y. La fonction G est donc
t
bien de la forme G(t) = y+ F(t) = y+« +/ f(s) ds.

3.3 Equations différentielles

Le calcul intégral développé dans la section précédente permet de résoudre des équations
différentielles en dimension infinie. On a ainsi toutes les version du théoreme de Cauchy Lipschitz.
On donne ici une des versions les plus simples.

Théoréme 7. (Cauchy-Lipschitz) Soit B un espace de Banach sur K =R ou C et J un intervalle
de R. On se donne une fonction, F : J X B — B, continue et globalement Lipschitz par rapport a
sa seconde variable :

AL >0, vielJ Ve,ye B, |[[F(tx)-Ftylls <L |z-yls.

Pour tout ty € J et tout xg € B il existe une unique solution ¢ € CY(J;B) a | équation
différentielle y' = F(t,y) qui vérifie p(ty) = xg.

La démonstration est une application du théoreme 2 de point fixe de Picard. On commence
par remarquer que grace 3 la proposition 33 le probléme est équivalent & trouver ¢ € C°(J; B) tel
que

¢
vt e J, et)=z0+ | F(s,p(s)) ds.

to

Cela revient donc a démontrer 1’existence et 1 unicité d un point fixe pour 1 application ¥ :
C°(J; B) — C°(J; B) définie par

Yu € C°(J; B), vVt e J, U(u)(t) =0+ /tF(S,u(s)) ds.

Pour ce faire, on va montrer que pour une norme convenablement choisie ¥ est une contraction.
Soit p > 0 pour u € C°(J; B) on pose |||u]]|, = sup e~ *=%! |ju(t)| 5. On note E,(J) 1"espace
teJ
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vectoriel normé des fonctions u € C°(J; B) telles que |[||ul||, < co. On laisse au soin du lecteur de
vérifier que E,(J) est un espace de Banach. On peut donc appliquer le théoréme de point fixe.
(Un espace de Banach est un espace métrique complet.) On a pour tout ¢ > tg
t
U(u)(t) = W(v)(t) = [ F(s,uls)) — F(s,v(s)) ds

to

1) () — B)H)] 5 < / L lfus) — v(s)|15 ds
19 (u)(t) — T(0) (1) |5 < / L flju—olll, # ¢~ ds = % I = ] e 1e=tol.

L
On obtient une majoration identique pour t < tg, ainsi |||¥(u) — T(v)|]l, < — |l|lu — v]||,. Par

exemple pour p = 2L, 1"application ¥ est bien contractante. Elle admet un unique point fixe. On
a donc une unique solution dans E,(J).

Pour étre tout & fait complet il reste & montrer qu une solution ¢ € C°(J; B) appartient
nécessairement & E,(J). Si J est compact ¢ “est évident. Sinon pour tout intervalle compact K C J
contenant ¢y, la restriction & K de ¢ est dans E,(K). Elle est donc égale sur ce compact & la solution
de point fixe de ¥. Comme c“est vrai pour tout K on obtient finalement 1" égalité sur J.

3.4 Exercices
Exercice 27. Déterminer si les espaces suivants sont des Banach.

1
1) E=C[0,11;C), |lul = [y [u(z)]? da.
2) E={ueC'(RY;R)/ |u(z)| — 0 quand |x| — oo} ou |x| est une des normes (équivalentes) de
RY. Jlul| = sup, e [u(@)]-
3) E ensemble des suites complexes qui tendent vers 0. Pour a € E |lal| = sup,,>q|an|.
4) E ensemble des suites complexes a telles que Y. |a,|? soit sommable. La norme est définie par

. 1/2
lall = <Z an2> :
0

Exercice 28. Une base algébrique d un e.v. E est un systéme libre tel que les combinaisons
linéaires finies engendrent E.

1) Soit E l’e.v. des fonctions C1(R;R), 2m périodiques. Est-ce que {€"™*/ n € Z} est libre ?
Est-ce une base ?

On suppose désormais que E est un Banach. On se donne un systéme dénombrable {x1, x2, ..., Ty, ...}
libre de E et on pose Vy = Vect{xy,..,xn}.

2) Dites pourquot dy+1 = d(zn4+1, VN) > 0 et dyy1 < || zn41]|-

AN dn 1
—_—_— A = .
Monal ™~ T
3) Montrer que la série Y An xn est normalement convergente.

(o] N o0
Onposey:Z)\n T, ysz:)\n Tp, TN = Z An Ty, -
n=1 n=1 n=N+1
4) Montrer que ||ry|| < %)\N dy. En déduire que d(y,Vn_1) >
5) Démontrer la proposition suivante.

On définit par récurrence Ay41 =

2N dn
3 -

Un espace de Banach de dimension infinie n“a pas de base algébrique dénombrable.
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Exercice 29. Soit Q un ouvert borné de RY et I un intervalle ouvert borné de R. On note E
l’espace de Banach des fonctions réelles bornées et continues sur Q que l on munit de la norme
du sup.
Pour F: I — E on note f: I xQ — R la fonction définie par f(t,x) = F(t)(z).
1) Montrer que si F € C°(I; E) alors f est continue et que si réciproquement f est uniformément
continue F € C°(I; E).

0
2) Montrer de méme que si F € CY(I; E) alors a—{(t,x) existe pour tout point (t,x) € I x .
On se donne k € CO(I x Q2 x Q) tel que pour une constante L > 0 on ait Vt € I, Vz €
Q, [o|k(t,z,y)| dy < L. On se donne aussiu € E.
3) Démontrer qu il existe une unique fonction f € C°(I x Q;R) qui a une dérivée partielle par
rapport a t et qui vérifie :

of

Ve e Q, f(0,z) =u(z), Vtel, Vxe, —(t,x)= / k(t,z,y) f(t,y) dy.
ot Q
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Chapitre 4

Espaces de fonctions
continues

4.1 Généralités

Le but de ce chapitre est d”étudier 1’espace des fonctions continues et de donner deux
théoremes fondamentaux en analyse. Le premier montre que les polyndémes sont denses. C est
le théoreme de Stone-Weierstrass. Le second théoréme important de ce chapitre est le théoreme
d “Ascoli. Il dit qu “une famille de fonction est relativement compacte si le module de continuité des
fonctions de la famille peut étre majoré indépendamment de la fonction considérée ((dans cette
famille). Ce critere s “applique en particulier quand la famille est une suite de fonctions. Il permet
alors d “extraire une suite qui converge. Ce procédé donne 1 existence de solutions de problemes
fonctionnels ”compacts”. On construit des suites de problémes approchés que 17on sait résoudre.
Si on peut appliquer le théoreme d “Ascoli a la suite de solutions de ces problemes approchés alors
la limite de suites extraites peut donner une solution au probleme que 1”on cherche a résoudre.

On commence par quelques définitions.

Définition 16. Soit E et F' deux espaces métriques, alors C°(E; F) = C(E; F) désigne | "ensemble
des fonctions continues de E dans F. On dit qu’une fonction f est bornée si l'ensemble f(E) est
borné :sup, ,ep dr(f(v), f(y)) < oo. Le sous ensemble des fonctions f continues et bornées est
noté CY(E; F) ou encore Cy(E; F).

Si E est compact, comme f(F) est compact si f est continue (proposition 13) on a f(E) qui
estbornée (proposition 16), les deux espaces coincident. On a Cy(E; F) = C(E; F).

Proposition 34. Soit E et F' deuz espaces métriques, alors Cy(E; F) est un espace métrique pour
la distance de la convergence uniforme :

Vf,g € Co(EsF)  doo(f,9) = sggdp(f(fc%g(x))-

Montrons tout d’abord que dw(f,g) est finie. Soit My = sup, ,cp dr(f(z), f(y)) < oo de
meéme pour M. Soit zg € E fixé. On a

dr(f(z),9(x)) < dp(f(z), f(x0)) + dr(f(z0),9(x0)) + dr(g(x0), g(z))
< My + dF(f(Io),g(SCo)) + My < 0.

On a bien doo(f,g9) = 0ssi f = g, deo(f,9) = doo(g, f). 1l reste & vérifier que l'on a l'inégalité
triangulaire. Soient f, g, h trois fonctions de Cy(E; F),

dF(f(:C)a h(x)) < dF(f(Z)ag(x)) + dF(g(x)a h(x)) < doo(fa g) + doo(ga h)

33



34 Chapitre 4. Espaces de fonctions continues

donc

doo (f, ) = sup dp(f(z),h(z)) < doo(f, 9) + doo(g, )
fAS
Pour cette distance la convergence d’une suite f, vers une fonction f est équivalente a la
convergence uniforme.

Proposition 35. Soit E un espace métrique et F un espace métrique complet alors [ espace
Cy(E; F) est aussi un métriqgue complet pour la distance de la convergence uniforme do,. Si B
est un espace de Banach alors Cy(E; B) est un espace de Banach pour la norme du sup : pour

f € Cy(D; B), || flloc = sup [|f(2)]|5-
rxeD

Si (un)nen est une suite de Cauchy de Cp(E; F) alors pour tout « € F, (u,(z))nen est une
suite de Cauchy de F'. Comme F est complet, ces suites convergent dans F' vers une limite notée
u(z). On définit ainsi une fonction u : F — F. Soit € > 0 il existe N > 0 tel que si n,m > N on a
doo (Un, Um) < €. Donc pour tout © € E, dp(un(z), um(z)) < . En passant a la limite m — oo on
obtient ainsi pour tout n > N, pour tout = € D, dp(uy,(z),u(z)) < e et donc doo(un,u) < €. De
plus

dp(u(z),u(y)) < dp(u(@),un(@)) + dr(un(z), un(y)) + dr(un (), u(y))
< 2doo (U, un) + dp (un (), un(y))
zs;lepE dr(u(z),u(y)) < 2doo (u,uy) + zs;lepE dp(up (), un(y)) < oo

par conséquent la fonction u est bornée. La suite (u,)pen converge donc uniformément vers u. La
proposition 8 montre donc que u est continue. On a bien u € Cy(E; F), et u, — u dans Cy(E; F).

On a une structure d “espace vectoriel sur C(E; F) dés que F est un espace vectoriel. Des
que F' est normé, Cy(E; F') est un espace vectoriel normé pour la norme du sup. Si B est un
Banach alors d’apres ce qui précede Cp(FE; B) est complet, c’est donc un Banach. Les détails de
ces vérifications sont laissées au lecteur.

Le résultat suivant sera utile dans la suite. C’est un critere qui permet de déduire une
convergence uniforme d une convergence simple. Au premier cycle on voit souvent un résultat
similaire dont la démonstration est laissée en exercice.

Exercice 30. Soit J un intervalle compact de R. Soit (fn)nen une suite de fonction de C(J;R)
qui converge simplement vers une fonction g : J — R. On suppose :

. g€ C(J;R),

(X les fonctions f,, n € N, sont croissantes.
Alors la convergence est uniforme.

Théoreéme 8. (Théoréme de Dini) Soit D un espace métriqgue compact et (fn)nen une suite de
fonction de C(D;R) qui converge simplement vers une fonction g : D — R. On suppose :

e geC(D;R),
e o la suite de fonctions (fn)nen est croissante : Vo € D, ¥n >0, fni1(x) > fn(z).

Alors la convergence est uniforme.
Soit x € D et € > 0 alors il existe N = N(x) € N tel que g(z) — ¢ < fy@m(z) < g(z).

(La suite numérique f, (x) est croissante et donc majoré par sa limite.) D “autre part en utilisant
la continuité de g et fn(,) au point z, on sait qu’il existe n(x) tel que si y € B(x;n(x)) alors



4.2. Théoréme de Stone-Weierstrass 35

g(@)+e>g(y) > g(x)—cet fnw (@) +e > fne (Y) > fre)(r) —e. Comme la suite est croissante
on a donc que pour tout n > N(x) et tout y € B(x,n(x))

9() = fo(y) > fyw)(¥) = [y (@) —e > g(x) =2 > g(y) — 3 e.

Mais par compacité de D il existe x1,...xx tels que D = Up—1,. g B(xk,n(zy)). Pour n > N =
max{N(z1),...N(zx)} et tout y € D il existe k € {1,..., K} tel que y € B(zk,n(zr)) et n > Ni(z)
on peut donc appliquer la majoration ci dessus pour obtenir g(y) > f.(y) > g(y) — 3 . On a ainsi
g — fullo <3e.

Exercice 31. Soit (P,)nen la suite de R[X]| définie par récurrence par :

1
Py =0, Pyi1=P, + 3 (X — P.2).

Montrer que la suite de fonctions t — P, (t) est une suite croissante sur [0,1] qui vérifie Vt €
0,1], 0.< Po(t) < V1.
En déduire que Py (t) — v/t uniformément sur [0,1].

Le résultat de cet exercice sera utile dans la prochaine section.

4.2 Théoreme de Stone-Weierstrass

Définition 17. Un ensemble A de fonctions réelles ou complexes sur un ensemble D est une
algébre sur K = R ou C si et seulement si ¢ est un espace vectoriel sur K et si Vf, g € A, la
fonction fg:x € D — f(x) g(x), appartient aussi ¢ A.

Il résulte de la définition que si f € A, algebre de fonctions sur K, alors VP € K[X], on a
P(f) qui est dans A. Réciproquement si f est une fonction réelle ou complexe, il est aisé de vérifier
que {P(f) / P € K[X]} est une algebre. Cela explique pourquoi les polynémes vont jouer un role
central dans cette section.

Proposition 36. Soit D un espace métrique et A une algébre incluse dans Cy(D;R). On munit
Cy(D;R) de la norme de la convergence uniforme. Dans ce cas A est aussi une algebre et si f, g
sont dans A alors | f|, min(f, g), max(f,g) sont aussi dans A.

Les fonctions min(f, g), max(f, g) sont par définition
min(f,g) : « € D min(f(2),9(z)),  max(f,g):z € D max(f(z),g(x)).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que si f, g sont continues en un point z il en est de méme
pour les fonctions min(f, g), max(f,g).

Vérifions dabord que fg € A si f et g appartiennent & A. On a alors deux suites (f,)nen
et (gn)nen de A qui convergent uniformément vers respectivement f et g. On a (f,, gn)nen qui est
une suite de A et qui converge uniformément vers f g. En effet

sup(fn gn(x) = f g(x)) < sup(fu(2)) sup(ga(z) - g(2)) + sup(g(z)) sup(fu(z) = f()).

zeD zeD zeD xeD zeD

Or il est aisé de vérifier qu’il existe C' > 0 tel que pour tout n on a sup,cp(fn(z)) < C. On a
aisi 1 gn — f glloc < Cll gn — glloo + glloc | fou — Fllow — 0. Le produit f g appartient done
a A. L adhérence d “un espace vectoriel étant un espace vectoriel (proposition 19) on en conclut

que A est une algebre.
2

[1flloo

Maintenant si f € A avec f # 0, comme A est une algebre, P, ( 5 > est aussi dans A, onl

(Pp)nen est la suite de polynémes définie dans 1”exercice 31. Remarquons que pour tout € D on
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2
a |J;(|T) 5 qui appartient a [0, 1]. Par conséquent le fait que P, converge uniformément vers la racine
oo
2 2
carré implique que la suite P, 5 | converge uniformément sur D vers / 5 = i
[1flloo 1fllee” I flloo

Cette limite appartient donc & A et par linéarité on en déduit que |f| € A.
. 1 1 ) _
On a min(f,g) = §(|f—g|—|—g—f) et max(f,g) = 5(\f—g|—|—f—g). Doncsi f, g€ A

alors comme A est un sous espace vectoriel on a f — g€ A et par ce qui précede |f —g| € A. On
en déduit que min(f,g) et max(f,g) appartiennent & A.

Théoréme 9. (Stone-Weierstrass) Soit D un espace métrique compact et A une sous algébre de
C(D;R). Si

e La fonction constante égale o 1 appartient a A,

oo A est séparante, ¢ ‘est o dire Va, y € D il existe f € A tel que f(x) # f(y)

alors 1 algébre A est dense dans C(D;R).

Soit f € C(D;R) quelconque. On cherche & approcher f par des fonctions de A. On se donne
donc € > 0 et on cherche a approcher f a e-pres. La demonstration ce fait en trois étapes.

Premieére étape : pour tout couple de réels a et § et tout couple de points y et z € D, il
existe g € A tel que g(y) = a et g(z) = 6.
En effet comme A est séparante il existe h € A tel que h(y) # h(z). Comme A est un espace
h(z)—h(y)

vectoriel et que la fonction constante égale & 1 appartient a A, la formule g(z) = a + 3 h(z)=h(y)

définit une fonction g € A qui vérifie bien la propriété voulue.

Deuziéme étape : il existe une fonction h, € A telle que h,(y) = f(y) et telle que pour tout
z € Dona hy(z) < f(x)+e.
On fixe y. D apres ce qui précede il existe pour tout z € D, g, € A telle que g,(y) = f(y) et
9-(2) = f(z). Par continuité de g, — f au point z on sait qu il existe 7, tel que Va € B(z;n,) on a
(9. — f)(x) < e. La compacité de D entraine 1 existence de 21, ..., zy qui vérifie D = U} B(z1; 7., ).
On utilise maintenant la proposition 36. La fonction h, = k_r{linNgzk est dans A. On a hy(y) =

ming—1,... ~ 9=, (¥) = f(y). De plus pour tout x € D il existe p € {1,..., N} tel que x € B(zp;7,)-
Donc g.,(z) — f(z) < e et hy(z) — f(z) = ming=1,... ~§ g2, (z) — f(z) <e.

Troisiéme étape : on construit une fonction g € A telle que pour tout z € D on a |g(z) —
f@)] <.
Pour cela on recommence ce que 1’on a fait pour le min avec le max de fonction h,. La fonc-
tion h, — f est continue en y donc il existe 7, tel que Vo € B(y;n,) on a (hy — f)(z) > —e.
La compacité de D entraine | existence de yi,...,yp qui vérifie D = U{VIB(yk;nyk). Or grace
a la proposition 36 la fonction g = maxy—1,... ar hy, appartient a A. Comme pour tout & € D
et tout k = 1,.M on a hy (z) < f(zx) +¢ on a aussi g(z) < f(z) + e. De l"autre coté
Vo € D il existe p € {1,..., M} tel que x € B(yx;ny,) et donc hy (z) > f(x) —e. On a donc
g(x) = maxp—1,.. m hy, () > hy, () > f(z) — €.

Pour tout € on a trouvé une fonction g € A qui approche f & e-prés. La fonction f est donc
aussi dans A car ¢’est un fermé. Donc comme f est quelconque on a A = C(D;R).

Corollaire 1. Soit K un fermé borné de R alors R[X1, ..., X,,], [ "ensemble des polynémes a N
variables, est dense dans C(K;R).
On note Cper,.(R) 1“ensemble des fonctions réelles continues de période L > 0. Alors | ensemble
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des polynomes trigonométriques

2mnx
L

N
2
T={p:R=R/pa)=ao+ Y an cos(—o0) +b, sin(~"), a, €R, b, € R}
n=1

est dense dans Cper.1,(R) pour la norme du sup.

Ces deux résultats du corollaire sont tres souvent utilisés. Ce sont des conséquences du
théoreme de Stone Weiersrtass. Pour démontrer la premiére assertion on commence par remarquer
que K est un compact puisque ¢ “est un fermé borné de R™. Les polynomes considérés comme des
fonctions sur K sont bien une algebre qui contient les fonctions constantes. Il reste a vérifier qu “elle
est séparée. Or si a # b dans K alors pour au moins une coordonnée on a a; # b;, i € {1,..N}. La
fonction coordonnée p;(x) = x; est bien un polynéme et sépare les points a et b.

La vérification de la deuxiéme assertion est un peu plus délicate. Les constantes sont bien
des polynomes trigonométriques. D “autre part p est un polynome trigonométrique si et seulement
si p(z) = ZQL_N cn exp(2LE) ou cette fois les coefficients ¢, sont dans C et p(z) € R pour
tout z € R. En utilisant cette derniére caractérisation des polyndmes trigonométriques on vérifie
immédiatement que ¢ “est une algebre. Le probleme est qu’elle n”est pas séparante sur R a cause
de la périodicité. Vo € R, Vp € T,p(x + L) = p(x) donc 1"algebre ne sépare pas = de = + L.
L’idée alors est de faire correspondre aux fonctions périodiques, des fonction de Sy, le cercle
{z € C, |z] = 1}. Pour u € Cper (R) on définit @ : S; — R par a(z) = uw(2rz/L) ou 2wz/L
est n’importe quel argument de z, z = €2 * ™/L_ ["image d une fonction continue périodique
sur R est bien continue sur S; pour la distance induite par la norme de C. D “autre part Sy est
bien compact étant un fermé borné. Comme uv = 40 1’image de 7 est bien une algebre et elle
contient les constantes. Les images de © — cos(2wz/L) et de  — sin(27wx/L) sont les fonctions
z — Re(z) et z — Im(z). Si 21 # 25 alors une de ces fonctions ne prend pas la méme valeur donc
1"algebre image, 7, est séparante. On peut donc appliquer le théoréme & 7 qui est donc dense
dans C'(S7;R). Comme ~est une isométrie pour les normes du sup on obtient le résultat souhaité.

4.3 Equicontinuité

Une notion connue qui s’est déja montrée tres utile pour ’étude des fonctions continues est
I'uniforme continuité. On demande de controler les variations de la fonction indépendamment du
point ou on la considere. Au lieu de faire varier le point ou 'on étudie la continuité on peut faire
varier la fonction dans un ensemble donné. On emploie le terme de famille de fonctions de facon
synonyme a ensemble de fonctions. Si on a tout une famille de fonctions on peut demander en
plus de controler les variations de ces fonctions autour d’un point donné indépendamment de la
fonction considérée. On dit alors que la famille de fonctions est équicontinue.

Définition 18. Soit E et F deuz espaces métriques et F C C°(E; F), une famille de fonctions.
La famille F est équicontinue en un point xg € E si et seulement si pour tout € > 0 il existe n > 0
tel que pour toute fonction f € F et tout x € E vérifiant dg(x,x0) <1 on a dp(f(z), f(z0)) < e.

Il faut bien remarquer que le 1 doit étre le méme pour toutes les fonctions f.

On dira de méme qu’une suite de fonctions (f,)nen est équicontinue en zg si l’ensemble
F = {fn, n € N} est équicontinu en zg.

On sait qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue. L’équicontinuité permet
d’obtenir le méme résultat en ne supposant que la convergence simple.

Proposition 37. Soit E et F deuz espaces métriques et (f,)nen une suite de C°(E; F), équicontinue
en xg € E. Sila suite f,, converge simplement vers une fonction g : E — F alors g est aussi conti-

nue en xg.

En reprenant les notations de la définition 18 on a pour x € E avec dg(z,zo) < 7 que pour
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tout n dp(fn(z), fu(zo)) < e. Il ne reste qu’a passer a la limite quand n — oo pour conclure que
g est continue.

Exercice 32. Déterminer si les familles de C°([—1,1];R) suivantes sont équicontinues ou non en
0:

Fi={zw— %cos(na:) +(1+2)%n=12,...a€[-1,1]},

Fo={z—exp(A+z)/ XN € R},
F3 = {x > arctg(n =)/ n € N}.

Proposition 38. Soit E et F' deuz espaces métriques et F C CY(E; F), équicontinue en o € E.
La fermeture F de F est aussi équicontinue en x.

Soit € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout € Br(wo;n) et tout f € F onadp(f(x), f(zo)) <
€/2. les parametres ¢, n sont maintenant fixé. Soit g une fonction quelconque de F. Il existe f € F
tel que ||g — flloo < €/4. On a

dp(g(x), 9(x0)) < dr(g(x), f(2)) + dp(f(2), f(x0)) + dr(f(20),9(x0)) < €/4+€/2+ /4 =€

Dans la définition de la continuité le parametre 1 dépend a priori de la fonction f et du point
considéré xy. La continuité uniforme spécifie que 1 ne dépend pas de xg, 'équicontinuité que 1 ne
dépend pas de f. On peut demander les deux a la fois : c’est 'uniforme équicontinuité.

Définition 19. Soit E et F deuz espaces métriques et F C C°(E; F), une famille de fonctions.
La famille F est équicontinue si et seulement si elle est équicontinue en tout point de E.

La famille F est uniformément équicontinue si et seulement si pour tout € > 0 il existe n > 0
tel que pour toute fonction f € F et tout x, y € E vérifiant dg(x,y) <n on a dr(f(z), f(y)) <e.

Une fonction continue sur un compact K est uniformément continue sur K. On a I’analogue
pour une famille de fonctions équicontinue sur un compact.

Proposition 39. Soit E et F' deuz espaces métriques et F C C°(E; F) une famille équicontinue.
Si E est compact alors F est uniformément équicontinue.

Soit € > 0 et x € E, F est équicontinue en = donc il existe n(z) tel que :

Vy € Bp(z,n(x)), Vf € F,  dr(f(y), f(z)) <€/2.

On a E = UzepBgr(x;n(x)/2) et si E est compact il existe un recouvrement fini et donc x4, ...xx €
E tel que E= Un:l,“.NBE'(xnvn(xn)/2))'

On choisit maint tn=_
n choisit maintenant 7 5 nzrrlnnNn

tel que & € Bg(@m,n(xm)/2) et

(zn). Soit z, y € E tels que dg(z,y) < n. Il existe m

de(y,tm) < dp(y,z) + de(z,2m) <0+ 0(Tm)/2 < %W(xm) +1(xm)/2 = n(Tm).

Comme z et y sont dans Bg(xm;n(zm,) /2) on a
VieF, de(f(y), fem)) < €/2 et dp(f(z), f(zm)) < €/2.
Par conséquent dp(f(x), f(y)) <e.

Un des résultats centraux de ’analyse fonctionnelle est le suivant.

Théoréme 10. (Théoréme d’Ascoli) Soit E un espace métrique compact et F' un espace métrique
complet. Si une famille F C CO(E; F) vérifie :
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(a) F est équicontinue,
(b)Vx € E, K, ={f(x) /] f € F} est un sous ensemble relativement compact de F,
alors F est relativement compacte dans C°(E; F) pour la norme du sup.

On commence par démontrer le résultat intermédiaire suivant.

Lemme 1. Soit E un espace métrique compact et F' un espace métrique complet. Soit (fn)nen
une suite équicontinue de C°(E; F). On suppose qu’il existe un sous ensemble, D C E, dense tel
que la suite (fn)nen converge simplement sur D. Alors il existe f € C°(E; F) tel que f, — f
uniformément sur E.

D’apres la proposition 39, la suite (f,)nen est uniformément équicontinue. Soit ¢ > 0, il
existe 7 > 0 tel que pour tout z,y € E avec dg(z,y) < 1 et pour toutes les fonctions f,, n € N on
adp(fn(x), foly)) <e. Sif, — f simplement sur D on obtient par passage a la limite Vz,y € D
avec dp(z,y) <, dp(f(x), f(y)) < e. La fonction f : D — F est donc uniformément continue.
D’apres le théoréme 1, f a un unique prolongement uniformément continu de £ dans F' que l'on
notera aussi f. Reste a montrer que f, — f uniformément.

Soit € > 0, il existe n; tel que pour tout =,y € E avec dg(z,y) < m1 et pour toutes les
fonctions f,,, n € Non a dr(fn(z), fn(y)) < €/3. Comme f est uniformément continue, il existe 7o
tel que Vz,y € D avec dg(z,y) < n2, dr(f(x), f(y)) < €/3. On pose n = min{n;, n2}. L’ensemble
D est dense donc F = UgzepBg(x;n). Comme E est compact il existe z1,..xx € D tels que
E = UK | Bp(xg;n). Les suites f,(x1), ..., fo(zx) convergent par hypothese vers f(x1), ..., f(xr)
dans F' quand n — oo. Donc il existe N € N tel que

VYn >N, Vke{l,2,.., K}, dp(fo(zg), f(zr)) <€/3.

Soit € E et n > N. Il existe k tel que x € Bg(xg;n). On a dg(x,zr) < m et dg(x, z)ieqns
donc dp(fn(z), fu(zr)) <€/3 et dp(f(x), f(zr)) < €/3. Finalement on obtient

dp(fu(2), f(2)) < dp(fu(2), folzr)) + de(fo(zr), f(zr) + de(f(zk), f(2))
<e€/34+¢€¢/3+¢€/3=¢

ce qui montre la convergence uniforme.

Tout est maintenant en place pour démontrer le théoreme d’Ascoli.

On remarque tout d’abord que F vérifie (a) et que si g € F alors pour tout = € E, g(x) €
{f(x) /] f € F} qui est compact dans F. F vérifie donc aussi (b). Il faut démontrer que F est
compact dans C°(E; F). Comme E est compact, CO(E;F) = CP(E;F), c’est donc un espace
métrique pour la distance de la convergence uniforme (proposition 34). La compacité de F est
donc équivalente a la compacité séquentielle (théoréme 3).

Soit donc (f,)nen une suite & tremes dans F. On va extraire une suite convergente. Grace au
lemme 1 il suffit d’extraire une suite qui va converger simplement sur un ensemble D dense dans
E. Comme F est compact c’est un espace séparable (proposition 11). Donc il existe un ensemble
dénombrable dense D = {x, € E / k € N}.

L’ensemble {f, (7o) / n € N} C {g(x¢) / g € F} est, d’apres (b), relativement compact dans
F. On peut donc extraire une sous suite convergente. Il existe g : N — N strictement croissante
tel que fy,(n)(x0) converge quand n — oo.

De méme I'ensemble {f, n)(z1) / n € N} est relativement compact. Il existe ¢; : N — N
strictement croissante tel que en posant ¢ = 11 0 g, on a fm(n)(xl) qui converge quand n — 0.
Par construction on a aussi f,, (»)(zo) qui converge quand n — oc.

Ainsi de suite on construit f,, (,) extraite de f,, | (,),... extraite de f, ) tel que f, () (2r),
Jorm)(@r=1)s-. fo,(n)(20) convergent quand n — oco.

Pour construire la suite extraite qui va converger pour tout les xj, k € N, on utilise alors le
procédé diagonal de Cantor. Considérons la suite f,, (n). Soit k € N, pour n > k les termes f, ()
sont extraits de la suite f,, (n) donc f, (n)(zx) converge quand n — oco. La suite f,, (n) extraite
de f,, converge donc simplement sur D ce qu’il fallait démontrer.
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4.4 Exercices

Exercice 33. Pour les deux suites (fn)n>1 swivantes déterminer leur limites simples et dire si la
convergence est uniforme sur Uintervalle [0,1].

1) fo(x) = 2™

9) fala) = (1 — a)a"

Soit maintenant f,, une suite de fonctions réelles qui sont croissantes sur [a,b]. On suppose qu’elles
convergent simplement vers une fonction continue g sur [a,b].

3) Montrer alors que la convergence est uniforme.

Exercice 34. Soit D un espace métrique et E un Banach. On suppose qu’une suite (fy) de
C,?(D;E) converge uniformément sur un sous ensemble dense A de D. Montrer que la conver-
gence est uniforme sur D tout entier.

1
Exercice 35. Soit Pi(X) = X, Pyi1(X) = P, (X) + 5(X — P3(X)).

1) Montrer qu’on définit ainsi une suite de polyndmes. Quel est le degré de P, ¢
2) Montrer que sur lintervalle [0, 1] la suite est croissante et que pour tout n

vte[0,1], 0< Py(t) < Vi

3) En déduire que pour tout t € [0, 1], la suite P, (t) converge vers une limite que l’on déterminera.
4) Conclure que la convergence est uniforme sur [0, 1].

Exercice 36. Soit D un espace métrique compact et A une sous algébre de C°(D;R) qui n’est pas
séparante. Montrer qu’elle n’est pas dense.

Exercice 37. Soit D et E deux espaces métriques compacts. Montrer que toute fonction de C°(D x
E;R) peut s’approcher uniformément par des sommes de fonctions & variables séparées :

pour tout f € C°(D x E;R), pour tout ¢ > 0, il eviste ¢; € C°(D;R) et ¢p; € CO(E;R) pour
i=1,...,N telles que

N

V(z,y) € DX E, |f(x,y) =Y ¢i(z) ¢i(y)] <e.

1



Chapitre 5

Espaces de Hilbert et
convexité

5.1 Généralités

On commence par rappeler quelques définitions.

Définition 20. Soit E un espace vectoriel sur C, une application, a : E x E — C, est une
forme sesquilinéaire si et seulement si elle est antilinéaire en la premiére variable et linéaire en
la deuzieme variable. C’est a dire :

Ve e E, y+— a(z,y) est une forme linéaire,

Yy € E, x+— a(x,y) est une forme linéaire.
Une forme sesquilinéaire a est hermitienne si et seulement si

Vz,y € E, a(y,r) = a(z,y).

Une forme sesquilinéaire a vérifie donc
VA EC, Va1,29,y € E, a(Axy + 22,y) = Aa(z1,y) + alxa,y)
de méme que
YA eC, Vo,y1,y2 € E,  alx,\y1 + y2) = Na(z,y1) + a(x, y2).
On remarque aussi que pour une forme hermitienne on a Vz € E, a(z,x) € R.

Définition 21. Soit E un espace vectoriel sur C, une forme hermitienne a : E x E — C est
positive si et seulement si Vo € E, a(x,z) > 0. Elle est définie positive si et seulement si elle est
positive et x € E, a(z,z) =0 implique z = 0.

Définition 22. Un E un espace vectoriel sur C est dit préhilbertien s’il est muni d’une forme
hermitienne définie positive. On la note pour x,y € E, (x,y).

Exercice 38. Vérifier que les espaces suivant sont préhilbertiens.
1 [
E=CO0.15C), Vhge B (fug) = [ T gft) .

E=1ly={a=(an)nen, an €C, > _lan’}, Va,b€ E,(a,b) =Y @y by
n=0

n=0

41
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Proposition 40. Soit E un espace préhilbertien, c’est un espace normé pour la norme définie par
Ve € E, ||z|| = +/(z,2). On a de plus
vo,y € B, o +yl?* = [l«]® + lyl* + 2Re(z, y),
Iz +yl? + |z = ylI* = 2[|=]* + 2/ly[|*,
(@, y)l < [lz]l llyll

Les deux premieres égalités sont le résultat de calculs immédiats. L’inégalité est I'inégalité
de Cauchy Schwarz. Elle se démontre de la fagon suivante. Le polynome

teR = o+ ty|* = ||z + 2tRe(z,y) +* ||y

est positif ou nul donc son discriminant est négatif ou nul. Cela donne |[Re(z,y)| < ||z| |ly||. On
a: (z,y) =|(z,y)| € pour un 6 € R. Donc

(2, 9)| = (2, y) = Re(e”z,y) < |ea| |yl =[] |lyll-
On peut maintenant démontrer I'inégalité triangulaire. En effet
lz + gl = |2 + lly|* + 2Re(z, y) < [zl + lyl1> + 2]zl llyll = (=] + ly])>.

On vérifie alors aisément que ||.|| est bien une norme, ce qui termine la démonstration.

Exercice 39. Soit z € E, espace préhilbertien,montrer que x — (z,x) est une forme linéaire
continue et déterminer sa norme.

Montrer que le produit scalaire : (x,y) est continu sur E X E.

Soit a une forme sesquilinéaire, montrer qu’elle est continue si et seulement si elle est bornée : il
existe une constante C > 0 telle que Vx,y € E, |a(z,y)| < C|lz| |yl

5.2 Orthogonalité

Définition 23. Soit E un espace préhilbertien, on dit que x,y € E sont orthogonaux si et seule-
ment si (xz,y) = 0. On dit qu’une suite de E finie (e1,...,en) ou infinie (en)n>1 forme un systéme
orthogonal si et seulement si Vn # m, (en,em) = 0. Le systéme est orthonormal si de plus
Vn, |len|| = 1.

Proposition 41. (Inégalité de Bessel Parseval.) Soit (eq,...,en) un systéme orthogonal d’un
espace préhilbertien E. On a alors la relation de Pythagore : |ley +ea+...en||® = |ler||* +...|lex 2.
Si (en)n>1 forme un systéme orthonormal alors pour tout x € E on a l’inégalité de Bessel Parseval

9]
Y len2)? < >
n=1

La relation de Pythagore se démontre par une récurrence immédiate. Pour obtenir I'inégalité

1 N X
de Bessel Parseval considérons oy = > (en, ) €,. Comme (ey,) v est un systéme ortho-

gonal on a par Pythagore |zx|> = S0, |(en, z)|2. Or

n=1,.

N N
(xvi) = Z((envx) €n,$) - Z (6n,z)(en7x) = HxNH2

n=1

donc (zn, 2 — zy) = 0 et toujours par Pythagore

N
Iz]* = l(@ = 2n) + 2n|® = (@ —2n)I1* + en]® = @ —2n)I* + > |(en, 2)*.
n=1
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Les sommes partielles 25:1 |(en, x)|? sont donc majorées par ||x||?. La série est donc absolument
convergente et est majorée par ||x|2.

La suite (zny)n>1 est de Cauchy. En effet pour M > N, |lzy — ap|? = ZﬁiNH |(en,z)[?
tend vers 0 quand N, M — oo. Mais la suite ne converge pas nécessairement, pour cela il faudrait
que E soit complet.

On va maintenant étudier les relations d’orthogonalité entre ensembles. On rappelle tout
d’abord que si B est une partie d’un espace vectoriel £ sur K =R ou C,

N
Vect(B —{Z)\ Tny \p €K, 2z, € Byn=1,2,..,N, Ne N, }

n=1

est ’espace vectoriel engendré par B.

Définition 24. Soit B C F, espace préhilbertien. L’orthogonal de B est I’ensemble
L={zecE VYbe B, (bx)=0}

Proposition 42. Soit B C E, espace préhilbertien. L’ orthogonal BL est un sous espace vectoriel
- —
fermé de E et BNB+ C {0}. Si B C C alors C+ C B*. On a de plus B+ = Vect(B)+ = Vect(B)

Soit b € E, bt = {b}*+ est par définition le noyau de la forme linéaire continue = + (b, z), cf
exercice 39. C’est donc un sous espace vectoriel fermé. Par conséquent B+ = Ny b, intersection
de sous espaces vectoriels fermés est donc aussi un sous espace vectoriel fermé. D “autre part si
x € BN B+ alors x est orthogonal a lui méme et donc ||z]|? = (z,2) =0, 2 = 0.

Si B C C alors C* = Myecbt C Mpepbt = B*. Par conséquent (Vect( Vect(B))*+ C (Vect(B))*
Bt

Si & € B* alors pour tout by, ...,by € B et tout \,..., Ay € Con a

N N
2,3 Anbn) =3 A (z,by) =0.
n=1

Donc x € (Vect(B))1, celamontre que B+ C (Vect(B))1. Réciproquement, si x € (Vect(B))L, soit
¢ € Vect(B) : il existe une suite (¢, )nen de (Vect(B)) tel que ¢, — ¢. On a (x,¢,) = 0 et comme

[
le produit scalaire est continu (z,¢) = lim, o (x,¢,) = 0. On obtient ainsi x € (Vect(B)) . On
a donc B+ C (Vect(B))* C (Vect(B))t. On a démontré précédemment 1 inégalité inverse, ce qui
acheve la preuve de la proposition.

Définition 25. Soit T un sous ensemble de E, espace préhilbertien. On dit que T est total si et
seulement si le sous ensemble vectoriel qu “il engendre, noté Vect(7T) est dense dans E.

Soit T C E, si z € T+ alors d“aprés la proposition 42, on a par Pythagore V¢ € Vect(T)

o —t1> = ll=|* + [|1tl1*, =] < [z —¢]
|z|| < inf{||x —t|; ¢t € Vect(T)} = dist(x,T).

Donc si  # 0 sa distance & Vect(7) est strictement positive. Vect(7') ne peut donc pas étre dense.
Par conséquent on a

Proposition 43. Si 7 un sous ensemble de E, espace préhilbertien, est total alors T+ = {0}.

La réciproque est fausse dans un cadre prehilbertien general On peut prendre par exemple
E = C%[-1,1];R) muni du produit scalaire (f, g) f_ z)deetT ={f € F; f f(z)de =

fo x) dz}. On vérifie que 7+ = {0} pourtant 7 n’est pas dense
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5.3 Convexité et projections orthogonales
Définition 26. Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Un sous ensemble C C E est convexe si

et seulement si
Vx,y € C, V0 € [0,1], Ox+(1-0)yeC.

Autrement dit si x et y sont deux points de C' le segment reliant = & y doit étre inclus dans
C. On a le résultat classique suivant.

Proposition 44. Les barycentres a poids positifs de points d’un convexe C sont dans C' :

N N
Vai,..xey € C, VA1, ..Ax >0, avec Z)\n =1, Z)\n x, € C.
n=1 n=1

La démonstration se fait par récurrence sur N. Par définition c’est vrai pour N = 2. Si la
proposition est vrai pour IV, considérons x1, ...t y+1 € C et A1, .. Any41 > 0, avec 2712124_11 An=1.0n
pose 0 = ij:l An > 0 et p, = A, /0. Lhypotheése de récurrence implique que y = 25:1 Ly Ty €
C'. Par conséquent 6 y + (1 —60) any41 € C. Or 0 y = 25:1 An Tp et (1 —6) = Aygq dou le
résultat.

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoreme 11. Soit C' un convere complet d’un espace préhilbertien . Pour tout x € E il existe
un unique point Pox, projection orthogonale de x sur C, tel que :

|z — Poz|| = d(z,C) = inf{|jz — y|, y € C}.
La projection Pox est caractérisée par
Pox € C, Yy € C, Re(z — Pox,y — Poz) < 0.

De plus Po est une contraction pour tout x1,22 € E, |Pocx1 — Poxa||p < |21 — 22| E-

Dans I’énoncé ci-dessus ”caractérisé” signifie que Pox est 'unique solution du probleme :
trouver z € C tel que pour tout y € C on ait Re(x — z,y — 2) < 0.

Pour la démonstration du théoréme considérons une suite minimisante (y,,)nen de C : ||y, —
z|| — 6 = d(z,C) quand n — oco. On a vu & la proposition 40 que |la+b[|2+||a—b||? = 2||a||*>+2]|b]|
ce qui donne pour a =x —y, et b= — Yy,

Yn Ty
Al = Z2 P 4 g = yml® = 2l =yl + 2] — |

Or comme ¥2t¥m € C on a ||z — Y2E¥= || > §. Par conséquent
lyn = ym I < 201z = yall* + 2|z — ym||* — 46°.

Quand n et m — oo on a ||z —y,|| — 6 et ||z — ym| — 9, donc ||yn — ym|| — 0 quand n et

m — oo. La suite (yn)nen est donc une suite de Cauchy de C' qui est supposé complet. Elle

converge donc vers un point Pex € C et ||x — Pox|| = 0. Si z est un autre point de C' vérifiant la

méme relation alors la suite (Pew, z, Pox, 2, ..., Pox, 2z, ...) est aussi une suite minimisante et par

le méme raisonnement que précédemment elle converge. Cela implique z = Pox et donc I'unicité.
Si z € C vérifie Vy € C, Re(xz — z,y — z) < 0 alors pour tout y € C

lz = yl* = Iz = 2) + (z =)I* = Iz = 2)* + [[(z = Y)II* = 2Re(x — 2,y — 2) > ||(= - 2)II*.

Donc z réalise le minimum de la distance de = aux points de C' ce qui implique z = Pox.



5.3. Convexité et projections orthogonales 45

Réciproquement si on pose z = Pox alors pour tout y € C et tout t € [0, 1] onaty+(1—t) z €
C et donc ||z — (t y+ (1 —t) 2)||> > [lz — 2||*>. On obtient

lo — 2 =ty — 2)|I* = llo — 2|* = ¢* |ly — 2I|* — 2t Re(w — 2,y —2) 2 0

pour tout ¢ € [0,1]. En particulier la dérivée par rapport a t de cette fonction doit étre positive
ou nulle en ¢t = 0. Cela donne —2 Re(x — z,y — z) > 0 ce qui conduit au résultat souhaité.

Pour montrer la contractivité des projections, appliquons maintenant le critere pour Poxy
avec y = Poxo et pour Poxo avec y = Poxp. On obtient

Re(xl — Poxy, Poxo — Pcl‘l) + Re(l‘g — Poxo, Poxy — chg) <0
Re(xy — 22 + (Poxa — Powy), Poxs — Pexy) <0
|Pcxzs — Pcac1||2 < Re(zy — 1, Poxa — Poxy).

L’inégalité de Cauchy Schwarz permet de conclure.

Corollaire 2. Soit V' un sous espace vectoriel complet et non réduit a {0} d’un espace préhilbertien
E. Pour tout x € E il existe un unique point Py x, projection orthogonale de x sur 'V, tel que :

| = Pyx|| = d(z,V) = nf{[lz —y[l, y € V}.
La projection Pyx est caractérisée par
Pyx eV, Yy eV, (x— Pyxz,y) =0.

De plus Py € L(E) et |Py|lzz) = 1.

Un sous espace vectoriel est convexe, donc il suffit d’appliquer le théoreme précédent. La
projection est caractérisé par Pyx € V, Yy € V, Re(x — Pyxz,y — Pyx) < 0. En posant
y =y— Pyx (V est un s.e.v.) on a donc Vy' € V, Re(x — Pyz,y’) < 0. On applique cette relation
pour —y', i 3y’ et —i y’ successivement pour obtenir (x — Pyx,y’) = 0. Cette caractérisation
montre aussi que Py est linéaire. Comme Py est une contraction on a || Py ||z(y) < 1, comme Py

est 17identité sur V on a en fait égalité.

Proposition 45. (Orthonormalisation.) Soit Vi C Vo C ...V, C Vp41 C ... une suite stricte-
ment croissante de sous espaces vectoriels d ‘un espace préhilbertien E avec Vi # {0}. Si les V,
sont complets, il existe alors un systéme orthonormal ey, es, ..., €n, ... tel que e, € V, N an;l. Si
Vn, dim(V,,) = n alors il existe un systéme orthonormal ey, ea, ..., €n,, ... tel que (e1, ea, ..., ep)
est une base orthogonale de V,,.

On obtient le résultat par une récurrence sur n. Pour construire e; on normalise un vecteur
non nul de Vj. Supposons (eq,...,e,) construits. Les espaces V,, sont complets, on peut donc
appliquer le corollaire 2. Soit an 1 € Vip1 \ Vi, ce vecteur existe car V,, # V1. On pose alors

Py, ani1 L. . .
entl = —Vnntl ot on vérifie que ce choix convient.
NPvyansall = . . .
Si les V,, sont de dimensions finies ils sont complets. (Voir 1’exercice (14).) On construit
comme précédemment eq, €, ..., €y, .... Comme (e, e, ..., €,) est un systéme libre de cardinal n

de V,, de dimension n ¢ est bien une base.
On doit remarquer que 17on a un procédé effectif de calcul des e,, une fois les a,, déterminés.
En effet on a

a
€1 = m’ En+l = Z(ek?anJrl)ek/ Z(ek’a’n‘H)Q'
1

k=1 k=1

C’est le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
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5.4 Espaces de Hilbert

Définition 27. Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet.

On rappelle qu un sous ensemble fermé d un espace complet est complet, cf proposition
9. On peut donc projeter sur tout convexe fermé et en particulier sur les sous espaces vectoriels
fermé.

Proposition 46. Soit V' un sous espace vectoriel fermé d “un espace de Hilbert H. On a alors
H=VaVteVit=V.

Soit # € H on a evidlemment © = Pyx + (v — Pyx) et Pyx € V, (v — Pya) € VL. Cela
montre que H = V +V+ et comme VNV+ = {0}, cette somme est bien directe. On a évidemment
VcViletsizeVitalorsz— Pz e Vit car Phe e VCc VAL Onaaussiz — Pz € V4
donc x — Pyxz =0, x = Pyx € V. Cela termine la démonstration.

Corollaire 3. Un sous ensemble T d “un espace de Hilbert H est total si et seulement si T+ = {0}.

On a déja vu (proposition 43) que nécessairement 7+ = {0} si 7 est total. De plus, au vu
de la proposition 46, on a

1L
H = Vect(T) ® Vect(T) = Vect(T) T+,
Cela montre que 7+ = {0} est une condition nécessaire et suffisante pour que 7 soit total.

Définition 28. Une famille (e, )nen d ‘un espace de Hilbert H est une base hilbertienne si et
seulement si elle est orthonormale et totale.

Proposition 47. Soit (e,)nen une base hilbertienne d “un espace de Hilbert H. Alors pour tout
rxeH

x = Z(en,x) en

neN

ot la série est convergente dans H.

Posons a,, = (en,x). Par Bessel Parseval (Proposition 41) on a Z lan|* < ||z|*. Soit xn =

neN
N M
Zanen. Par Pythagore on a pour M > N, |lzy — zp] = ( Z |a,|?)1/2. Comme la série
n=0 n=N+1

est convergente cela montre que (zn)nyen est de Cauchy et converge donc vers zo, € H. Fixons
n € N, pour N > non a (zy,e,) = a, = (z,e,). Par passage & la limte N — oo on obtient
(Too,n) = (7,€5), (T—Too, ) = 0. Cela montre que z— 2z € {e,; n € N}, comme {e,; n € N}
est total, par le corollaire 3, on en conclut que {e,; n € N}* = {0} et donc z = .

Proposition 48. Un espace de Hilbert H admet une base hilbertienne (ep,)nen st et seulement si
H est séparable.

Soit H séparable, il existe alors (cf définition 10) une suite (z,)n>1 dense. On pose alors
W, = Vect(z1,....,x,). On a W,, C W,41 et dim(Wy,41) < 1 + dim(W,,), quitte & réindexer
Vie = Wy, avec dim(V},) = k. Grace a la proposition 45, on peut donc trouver (e,),>1 un systeme
orthonormal tel que (e, ..., ex) soit une base de V. Par conséquent

Vect{e,; n > 1} = Up>1 Vi = Upen Wi, {zn; n € N} C Vect{e,; n > 1}.
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Comme {z,; n € N} est dense il est total et donc (proposition 42 et corollaire 3)
{en; n > 13 = Vect{e,; n>1}* C {z,; n € N} = {0}.

Par conséquent {e,; n > 1} est un systéme orthonormal total : ¢ “est une base hilbertienne.
Réciproquement si (e, )nen est une base hilbertienne alors

N

{Z(Tn +isp)en; NEN, ry, 8, € Q}

n=1

est dénombrable et dense. H est séparable.

5.5 Théoremes de représentation

Dans cette section H désigne un espace de Hibert et H' son dual, 1’ensemble des formes
linéaires continues sur H (section 2.3). On commence par un théoréme de représentation des
formes linéaires par des vecteurs.

Théoréme 12. (Théoréme de représentation de Riesz). Soitl € H', une forme linéaire continue,
alors il existe un unique vecteur uw € H tel que

Vv € H, l(v) = (u,v).

Montrons 1 unicité. Si deux vecteurs wuq, us correspondent a la méme forme linéaire alors
pour tout v on a (ug — uy,v) = 0 et en prenant v = uy — uy on en déduit que ug = u;.

Passons maintenant a 1 existence. Si [ = 0 alors u = 0 est 1 "unique vecteur qui convient.
Sil# 0, soit V= N(l)(=171({0})). V est un hyperplan fermé donc H = V @& V- avec V* de
dimension 1. Soit donc a un vecteur non nul de V+. Pour tout v € H il exite un unique A € C et
un unique w € V tel que v = w + A a. On a ainsi

I(v) = N(a), (a,v) = Aall*.

En posant u = a on a bien I(v) = (u,v).

l(a)

2
el , AT
Par conséquent on peut représenter les formes sesquilinéaires par des applications linéaires.

Cela correspond en dimension finie, a la representation des formes sesquilinéaires par des matrices.

Corollaire 4. Soit a une forme sesquilinéaire continue, alors il existe A € L(H) tel que

V(u,v) € H X H, a(u,v) = (Au,v).

Remarque 1. a est continue si et seulement si elle est bornée. (Voir exercice 39.) Soit C > 0 tel
que
V(u,v) € Hx H,  la(u,v)] < Clull ],

alors ||All gy < C.

En effet on a a(u, Au) = (Au, Au) = ||Aul|? < C |jul| || Au].

Pour montrer 1”existence de A on considere a u fixé [ : v € H +— a(u,v). D “apres le théoreme
12, il existe un unique vecteur que nous noterons Au tel que Vo € H, on a l(v) = a(u, v) = (Au, v).
On vérifie aisément que A est linéaire.

On en déduit la proposition suivante concernant 1 existence d “un adjoint.

Proposition 49. Soit A € L(H) alors il existe un unique opérateur A* tel que
Y(u,v) € H x H, (Au,v) = (u, Av).
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C’est | ‘opérateur adjoint. On a de plus ||A*|| sy = [|All ) et A = A.

La relation ci dessus est équivalente a

V(u,v) € H x H, (A%u,v) = (v, A*u) = (Av,u) = (u, Av).

Posons alors V(u,v) € HxH, a(u,v) = (u, Av). Au vu du corollaire 4, il existe un unique opérateur
A* € L(H) tel que
V(u,v) € H x H, (A%u,v) = a(u,v) = (u, Av).

De plus on a alors
vue H, ||A%u|? = (u, AA W) < [|AA™| gom llul® < [Alleca 1A 2 lull?,

1A ey < /1Al eq 1A% e

On a donc ||A*||zmy < ||Allzca) et par conséquent aussi ||A™|zmy < || A% 2y On vérifie par
ailleurs aisément que A** = A. Cela donne le résultat.

Définition 29. Un opérateur A € L(H) est dit hermitien si et seulement si A = A*.

Proposition 50. Soit A € L(H) et a la forme sesquilinéaire correspondante :
V(u,v) € H x H, a(u,v) = (Au,v).
L “opérateur A est hermitien si et seulement si la forme sesquilinéaire a est hermitienne.

En effet on a

a(u,v) — a(v,u) = (Au,v) — (Av,u) = (Au,v) — (u, Av) = (Au,v) — (A%u,v)

a(u,v) — a(v,u) = (Au — A*u,v).

Cette expression est nulle pour tout u,v € H, si et seulement si a est hermitien et si et seulement
si A est hermitien.

Le résultat suivant est tres important en vue de ces nombreuses applications. Il généralise
au cas non symétrique le théoreme de représentation de Riesz.

Théoréme 13. (Théoréme de Lax Milgram.) Soit a une forme sesquilinéaire continue. On suppose
qu “elle est coercive, ¢ est a dire :

da > 0, Yu € H, Re a(u,u) > ofjul?.
Alors pour toute forme linéaire | € H', il existe un unique vecteur v € H tel que

Yv € h, a(u,v) =1(v)

Remarque 2. Sia est de plus hermitienne alors (u,v), = a(u,v) définit un produit scalaire sur
H dont la norme ||ull, = /a(u,u) est équivalente a la norme de départ de H. Dans ce cas le
théoréeme de Lax Milgram est strictement équivalent au théoréme de représentation de Riesz pour
le p.s. (.,.)a. Ce théoréme n’a donc d “intéret que quand a est non hermitien.

On utilise le théoreme 12 de représentation de Riesz pour en déduire 1 existence de f € H
et de son corollaire 4 pour en déduire 1 existence de A € L(H) tels que

Yu,v € H, l(v) = (f,v), a(u,v) = (Au,v).
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Le probleme revient alors a résoudre Au = f. On va écrire ce probléme comme un probléme de point
fixe. En effet pour tout p > 0, u est solution si et seulement si u = F,(u) avec Fj,(u) = u—p Au+p f.
Remarquons que a étant coercive on a (Au,u) > aljul|?>. On a donc pour tout u,v € H

I(u =) = p A(u —v)|?
1w = 0)II* — 2pRe(A(u — v),u — v) + p* | A(u — v)||?
1(u = 0)II* = 2pa|(w = )| + P | AllZ (1) | (w = ) 1%,

< (1 - p2a = A2 ) I = )%

17 (w) — ()|

IN

Pour 0 < p < o/ (2||A||2£( wm))» 1 application est donc strictement contractante. D “aprés le théoréme
2 de Picard, il existe donc dans ce cas un unique point fixe. Cela termine la démonstration.

5.6 Exercices

Exercice 40. E désigne un espace vectoriel normé sur R. Soit C un ouvert convezre contenant 0.
On définit sa jauge par

Ve e E,p(z) = inf{a > O/é.m e C}.

On va montrer que la jauge d’un convexe joue le role d’une norme dont la boule unité serait ce
conveze.

1) Montrer que p(0) =0, et que C = {xz € E/ p(x) < 1}. Que vaut p si C = B(0;1) ?

2) Montrer que YA >0, Vx € E, p(A.x) = A\p(x), puis que Vx,y € E, p(x +1vy) < p(x) + p(y).
3) Prouver qu il existe une constante M > 0 telle que Vx € E, p(x) < M||z| que si de plus C est
borné il existe o > 0 telle que Vo € E, p(z) > af|z|.

4) En déduire que p est continue.

On suppose que C' est borné. Soit ®(x) = me pour tout x # 0 et ®(0) = 0.

5) Montrer que ® est une bijection sur E et donner la fonction réciproque.

6) Montrer que ® est bicontinue (continue et de réciproque continue). En déduire le résultat sui-
vant.

Tout convexe ouvert borné d “un espace vectoriel normé est homéomorphe a la sphére unité.

Exercice 41. Soit V un s.e.v. d “un espace de Hilbert H.
1) Montrer que V C (V1)L

Soit P la projection orthogonale sur V.

2) Montrer que pour tout v € (V+)t on a (I — P)v,v) = 0.
3) Déduire de ce qui précéde que V. = (V4)L.

Exercice 42. On note Ct? l’espace des fonctions complexes sur R, 2w -périodiques et

LﬂQ ={u: R — C, u mesurable et de carré intégrable sur (—m,m),

tel que u(x + 2m) = u(x), x p.p.}.

1) Donner des normes pour lesquels C’,? est un Banach et Lg est un Hilbert.
On rappelle que Cg est dense dans Lg,

2) En utilisant Stone Weierstrass montrer que la famille {e™®, n € Z} est totale.
3) Montrer que (e""*),,cz est une base Hilbertienne de Lﬁ2 pour le p.s.

() = [ awote) o

. or’
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4) Calculer les coordonnées a,, n € Z de la fonction u € L§ qui vaut —1 sur [—m,0[ et 1 sur [0, [.

5) Déterminer quand la série ), ., an €™ est absolument convergente, semi-convergente, conver-
gente dans L*(—m, 7).

Exercice 43. Soit a une forme hermitienne continue coercive sur un espace de Hilbert H. Soit
f € H. On pose pour tout v € H, J(v) = Re(%a(v,v) —(f, v))

1) Montrer que J(v) peut étre minoré indépendamment de v.
2) Montrer que si J(u) = mig J(v) alors pour tout v on a a(u,v) = (f,v).
ve

Indication : calculer J(u =+ tv), J(u %+ tv) pour ¢ proche de 0.

3) Réciproquement montrer que si u résout pour tout v, a(u,v) = (f,v) alors J(u) = mig J(v).
ve

Exercice 44. Soit H un Hilbert réel et C' un convexe fermé, non vide de H. On note P la pro-
jection orthogonale sur C'.

1) Montrer que pour tout x,y € H, on a ((x —y) — P(x) — P(y), P(z) — P(y)) <O0.

2) En déduire que P est une contraction.

Soit a une forme bilinéaire continue et coercive : il existe o > 0 tel que Vu € H, a(u,u) > o ul?.
Soit | une forme linéaire continue sur H. On cherche a résoudre | “inéquation variationnelle :
Trouver u € C' tel que

YoeC, a(u,v—u)>Ilv—u)

3) Montrer que le probléme peut se mettre sous la forme w = P(pf — pAu+u) ot p >0, f € H
et Ae L(H).

4) En déduire que | inéquation variationnelle a une solution unique.

5) Si a est symétrique montrer qu “elle définit un p.s., noté (.,.), dont la norme est équivalente
& la norme de départ. Montrer qu il existe g € H tel que Yv € H, l(v) = a(g,v). Quel est la
projection Py(f) de f sur C' pour ce nowveau p.s. ? Que minimise u ¢

Application

Soit f € L?(R), on cherche a résoudre le probléme d “obstacle :

Trouver une fonction u € L*(R) positive ou nulle telle que

/R W) + (ul +1) — u(@))? — f(@)ulz) do

soit minimum. Montrer que ce probléme a une solution unique.



Chapitre 6

Eléments de théorie
spectrale

6.1 Généralités

On commence par quelques définitions et des rappels sur des théoréemes de la dimension finie.

Définition 30. Soit E, F' deux espaces vectoriels normés sur K =R ou C. Pour A € L(E;F) on
définit son image Im(A) et son noyau N(A) par

Im(A) = A(E) C F, N(4) = A7'({0}) C E.

Une des bases de 1"algebre linéaire en dimension finie est le théoréme élémentaire suivant.

Théoréme 14. (Théoréme du rang.) Soit E, F deux espaces vectoriels normés sur K = R ou C
et A€ L(E;F). On suppose que E est de dimension finie, alors

dim(Im(A)) + dim(N(A)) = dim(E).

En effet comme E est de dimension finie il existe un supplémentaire V' C E a4 N(A4). On a
dim (V') 4+ dim(N(A4)) = dim(E). On vérifie alors que A est une bijection et donc un isomorphisme
d’espace vectoriel entre V et Im(A4). On a donc dim(V') = dim(Im(A)). On en déduit le résultat.

Corollaire 5. Soit E un espace vectoriel normé sur K = R ou C de dimension finie et A €
L(E)(:= L(E; E)). On a alors | "équivalence entre les trois proposition suivante :

° A est bijectif,
ee A est injectif, N(A) = {0},
oo oA est surjectif, Im(A)=E.

Si on est dans ce cas alors on vérifie aisément que A~! est une application linéaire et comme
on est en dimension finie A~! est continue. C est faux en général en dimension finie.

Définition 31. Soit E un espace vectoriel normé sur K = R ou C. Le groupe linéaire sur F,
noté GL(E) est 1 ‘ensemble des applications A € L(E) bijectives telles que A™' € L(E). (A7 est

continue.)

Définition 32. Soit E un espace vectoriel normé sur K=R ou C et A € L(E).
L “ensemble résolvant de A, Res(A) C K, est [ ‘ensemble des pn € K tels que : (A— puld) € GL(E).

51
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L “ensemble des valeurs propres, Vp(A) C K, est [ “ensemble des A € K tels que (A — A\Id) ne soit
pas injectif : dx € E, x #0, Ax = Az.
Le spectre de A, Sp(A) C K, est le complémentaire de | “ensemble résolvant : Sp(A) = K\ Res(A).

On a toujours Vp(A4) C Sp(A). En dimension finie on peut démontrer le résultat suivant.

Corollaire 6. Soit E un espace vectoriel normé sur K =R ou C de dimension finie et A € L(E),
alors Sp(A) = Vp(A).

Ce corollaire est une conséquence directe du corollaire 5 quand on 1”applique & (A — AId).
Ces résultats, (théoréme du rang 14 et les corollaires 5, 6) sont a la base de 1”analyse spectrale

en dimension finie. Malheureusement ils sont en général faux en dimension infinie. On peut s en
convaincre en faisant 1 exercice suivant.

Exercice 45. On désigne par B l’espace de Banach des suites complezes
a=(a1,ag,...,an,...)
sommables avec la norme ||a|| = Y07 |an|. On définit les opérateurs S et T suivants :
Sa = (0,a1,az2, ..., G, ...), Ta = (a2,a3,...;Ant1,--.).
1) Montrer que S et T sont dans L(B) et calculer leurs normes.
2) Etudier linjectivité et la surjectivité de ces opérateurs.
3) Est ce qu’une application linéaire de B dans B inversible & droite est inversible a gauche ?

4) Déterminer les valeurs propres et le spectre de S et T.

On va maintenant établir des résultats qui seront valables en dimensions quelconques. Il faut
pour cela étre dans un espace complet.

Théoréme 15. Soit E un espace de Banach sur K = R ou C, alors GL(E) est un ouvert de

L(E). Plus précisément si A € GL(E), alors pour tout B € L(E) avec | Bl z(g) < A oo’ on
L(E)
a (A+ B) e GL(E) et
(A+B)'=> ()" (A'B)" A7,
n=0

Pour démontrer ce théoreme, commencons par montrer que (/d—C) € GL(E) pour ||C||z(g) <
oo

1. Pour cela considérons la série S = Z C". Comme [|C™||zpy < [|Cllz(m)”, cette série est nor-
n=0
malement convergente. Or L£(E) est un Banach, cf proposition 28, donc (proposition 30) la série
N

est convergente et définit bien S € L(F). Les sommes partielles Sy = Z C™ convergent donc
n=0
vers S. Or on a
N N41
(Id—C) Sy =Y C"=Y C"=1Id—CN*,
n=0 n=1

(Id—C) S =1Id— lim Nt = 14,

car [|CN | z(py < ||C’||£(E)NJrl — 0. Comme Sy (Id—C) = (Id—C) Sy onaaussi S (Id—C) =
(Id—C) S = Id. Cela montre que (Id — C) € GL(FE) d’inverse S.
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On applique ensuite ce résultat avec C' = —A~! B qui est de norme ||Cl| gy < A7 2| Bllz(ry <
1 par hypothese. On en déduit que (Id + A~ B) € GL(E) avec

(Id+ A~ ' B)™' = i(fl)” (A71B)".

n=0

Donc A+ B = A(Id+ A~ B) € GL(E) avec (A+ B)™' = (Id+ A~! B)~tA~!. Cela termine la
démonstration du théoreme 15.

Théoréme 16. Soit E un espace de Banach sur K =R ou C, et A € L(E). L ‘ensemble Res(A)
est un ouvert de K et [ “application

p € Res(A) — (A—p Id)™!

est analytique. Le spectre de A, Sp(A) est un compact de K contenu dans la boule {\ € K; |A| <
Al 2z}

Soit 119 € Res(A), on applique le théoréme 15 précédent a (A — pold). Pour B € L(E) avec
IBllzey < 1/I1(A = pold) Y| z(gy on a (A — pold + B) € GL(E). En prenant B = (po — p)Id on
en déduit que p € Res(A) pour [ — po| < 1/[[(A — pold) | z(k) et que 1'on a

o0

(A—pId)™ =3 (=" (A= pold) (o — ) Id)" (A — poId)™"

n=0
[e%S)

(A—pId)~' = Z(/J — )" ((A — pold)~")"+

n=0

Par conséquent Res(A) est ouvert et (A — uld)~! est développable en série entiére et donc analy-
tique.

Il en résulte que le complémentaire de Res(A) qui est Sp(A), est fermé. Reste & montrer
”inclusion ou encore, (par passage au complémentaire,) que

{Ae K5 (A > [|Allm)} C Res(A).

On applique le théoréme 15 & AId. On a AId + B € GL(E) pour

1
(Md) ey

On peut prendre B = A si [A| > [|A]|z(g) ce qui montre 1inclusion.

6.2 Opérateurs compacts.

On a vu que des résultats fondamentaux d “algebre linéaire de la dimension finie ne sont pas
nécessairement vrais en dimension infinie. On peut y remédier en partie en utilisant la notion de
compacité.

Proposition 51. Soit E,F deux espaces vectoriels normés sur K = R ou C et A € L(E; F).
On dit que A est un opérateur compact si et seulement si une des trois propositions équivalentes
suivantes est vérifiée :

e toute image d “un borné de E est relativement compact dans F,

ee  A(Bg(0;1)) est relativement compact dans F,

ee e de toute suite bornée (rn)neny de E on peut extraire une sous suite telle que (AZn, )ren
converge dans F quand k — co.

L “ensemble des opérateurs compacts est noté IC(E; F).
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On a évidement e implique ee.

Si on suppose ee, considérons une suite bornée (z,)neny par M > 0 de E. On a A(%) €
A(Bg(0;1)). Comme la compacité est équivalent a la compacité séquentielle dans les métriques
(théoreme 3), on obtient 1’existence d une sous suite telle que A(%) — y € F. On a bien

Ax,, — My, ce qui donne o e o.
L implication : e e @ donne e, résulte de 1"équivalence entre la compacité et la compacité
séquentielle dans les métriques (théoréme 3).

Proposition 52. Soit E, F deux espaces vectoriels normés sur K =R ou C et A € L(E;F). Si
A est de rang fini, dim(Im(A)) < oo, alors A € K(E; F).

En effet si C' C E est borné, A(C') est un borné de Im(A) espace vectoriel de diemsion finie.
Or en dimension finie les fermés bornés sont compact, A(C) est donc relativement compact.

Il résulte de cette proposition que si dimE < oo alors L(E;F) = K(E; F). C’est faux
en général. En effet Idp est compact si et seulement si Bg(0;1) est relativement compact si et
seulement si dimFE < oo par le théoréme 4 de Riesz. On a donc K(E)(= K(E; E)) # L(E) quand
dimE = oo.

Proposition 53. Soit E, F deux espaces vectoriels normés sur K = R ou C. Les opérateurs
compacts, IKC(E; F), forment un sous espace vectoriel de L(E; F). Si de plus F est un Banach,
K(E; F) est fermé dans L(E; F).

Soit A, B € K(E; F), et A € K. On va utiliser le critere ee de la proposition 51. Soit donc
(Tpn)nen une suite bornée de £. Comme A est compact, il existe une sous suite (2, (n))nen avec
¢ : N — N strictement croissant telle que Az,,) — y € F. Comme B est compact, on peut
a nouveau extraire une sous suite (Zy(u(n)))nen avec 1 : N — N strictement croissant telle que
By pmny) — 2 € F. Pour ¢ = ¢ o ¢, on a donc (A + B)(24(»)) — Ay + z € F. Par conséquent
(M + B) € K(E; F), K(E; F) est bien un sous espace vectoriel.

Soit une suite (A4, )nen de K(E; F), on suppose que A,, — A € L(E; F). On doit montrer que
A(BEg(0;1)) est compact. Comme cet ensemble est un fermé d un espace complet il est complet
(proposition 9). D “apres le théoreme 3 il suffit donc de montrer la précompacité. Soit € > 0, on
choisit n pour que ||A—A,||z(g;r) < /2. Pour ce n, A, (Bg(0;1)) est compact et donc précompact.
Par conséquent il existe 1, ¥z, ..., yx dans F tels que A, (Bg(0;1)) C UL  Br(yx;€/2). Soit y €
A(Bg(0;1)), il existe x € Bg(0;1) tel que y = Ax et il existe k € {1,2,..., K} tel que A,z €
Br(yk;€/2). On a

ly — el < |4z — Anz|| + [[Anz — yill < |A = Anller 2]l +6/2 < e
Cela montre que A(Bg(0;1)) C UK Br(yk;€) et par conséquent
An(Be(0:1)) € Uil Br(yki€),

ce dernier ensemble étant fermé (union finie de fermés). On a ainsi terminé la démonstration de
la proposition 53.
On termine cette section avec un résultat sur la composition avec un opérateur compact.

Proposition 54. Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés sur K =R ou C. Soit A € L(E; F)
et B € L(F;G).
Si A ou B est compact alors Bo A € K(E;G).

Si B est compact, alors pour tout borné H C G, B(H) est compact. Or 1’image d un
compact par une application continue est compacte, cf proposition 13, donc A(B(H)) est compact.
Par conséquent Ao B(H) C A(B(H)) est relativement compact.
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Si A est compact, alors pour tout borné H C G, B(H) est aussi borné et donc A o B(H))
est relativement compact.

Exercice 46. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H).
1) On désigne par T* Uadjoint de T, montrer que ||T*|| = ||T|| et que T** =T.

2) Montrer que N(T*) = Im(T)* puis que N(T*)*+ = Im(T).

On suppose dorénavant que ||T|| < 1.

3) Soit x tel que x = Tx, prouver que | T*z|| = ||z|| puis en déduire que l'on a aussi © = T*x.
4) Démontrer que H =N(I —T) @+ Im(I —T).

On pose Ry () = ol (x+Tx+...+T"x).

5) Six € Im(I —T) montrer que ||Ry(x)] < n%_l ot C > 0 dépend de © mais pas de n. Que vaut
Ry(z) siz e NI—-T)?

6) Montrer que pour tout © € H, R,(z) — Pz quand n — oo ot P est la projection orthogonale
sur N(I =T).

Exercice 47. On désigne par B l’espace de Banach des suites complezes
a = (a1,a2, ..., ap, ...), a, € C

sommables muni de la norme ||al| = Y07 |an|. Soit u = (u1,uz, ..., Uy, ...) une suite bornée. On
pose pour a € B, Ua = (aju1, agUs, ..., pln, -..).

1) Montrer que U € L(B) et donner sa norme.

On pose u™ = (uy,ug,...,un,0,0,...) et on lui associe l'opérateur U™ .

2) Montrer que UN € K(B). Calculer |U — UN||.

3) On suppose que la suite u tend vers 0. En déduire que U € K(B).

6.3 Théorie Hilbertienne de Riesz-Fredholm

Il s“agit de démontrer un théoreme du rang en dimension infinie. L’hypotheése de dimension
finie va étre remplacée par une hypothése de compacité. Des résultats identiques sont valables
dans le cadre des espaces de Banach. Les démonstration étant alors plus longue, on a préféré se
restreindre au cas Hilbertien.

On a vu précédemment que tout opérateur de rang fini est compact. On a la réciproque
suivante dans les espaces de Hilbert.

Proposition 55. Soit H un espace de Hilbert et K € IC(H) alors il existe une suite K € L(H)
d “opérateurs de rang fini, dim(Im(Ky)) < oo, qui ont pour limite K, Ky — K dans L(H).

Attention, cette propriété est fausse dans le cadre général des Banach.

Soit By la boule unité de H, comme K est compact pour tout N il existe (y1,y2, ..., yp)
dans H tel que K (By) C U By (yp; 1/N). Soit Py la projection orthogonale sur le sous espace
de dimension finie Vect(y1,yo,..,ypr). Kn = Py o K est bien de rang fini. Soit x € By, il
existe p € {1,2,..., P} tel que [|[Kz — y,|| < 1/N. On a donc aussi (||Py||zz) < 1, corollaire 2),
|PnvEKx—Pnyp|| = | Knvz—ypl| < 1/N. Par conséquent ||[Kz— Kyz|| < [|[Kz—yp||+|lyp—Knz| <
2/N. On a ainsi ||K — Kn||z(a) < 2/N — 0 ce qui conclut la démonstration.

Proposition 56. Soit H un espace de Hilbert et K € IC(H) alors | “opérateur adjoint est compact,
K* e K(H).

Soit K une suite d opérateur de rang fini approchant K. Sur Vy = N(Kx)*, Ky est
injectif de Viy sur Im(K ). Soit Py la projection orthogonale sur N(K ) (qui est bien fermé). Si
y € Im(Ky) il existe z € H tel que y = Kyz. On a aussi y = Kn(z — Pyz) et * — Pyx € Vy,
donc Ky est surjectif et par conséquent bijectif de Viy sur Im(K ). Par conséquent Vi et Im(Ky)
ont méme dimension finie.
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Soit maintenant y € Im(Ky) et z € N(Ky), il exite z € H tel que y = Kz donc (y,z) =
(K¥z,7) = (2, Kyr) = 0. On a donc Im(K%) C N(Kx)*+ = Vy, qui est de dimension finie.
Comme on a |K* — Kx|lz(a) = | K — Kn || z(a), (un opérateur et son adjoit ont méme norme, cf
proposition 49), K* est limite d’une suite d “opérateurs compacts (car de rang fini). Il est donc lui
aussi compact, cf proposition 53.

Théoréme 17. (Alternative de Fredholm) Soit H un espace de Hilbert et K € K(H). On a alors :
a) N(Id — K) est de dimension finie,

b) Im(Id — K) = N(Id — K*)* est fermé,

c) Im(Id—K) est de co-dimension finie et codim(Im(Id—K)) = dim(N(Id—K). En particulier
Id — K est surjectif si et seulement si Id — K est injectif.

Pour montrer a) considérons la boule unité Bx(rq— k) = Bu(0; 1) \N(Id — K) de N(/d - K).
Si € By(ra—k) alors ||z|| < 1 etz = Kz € K(Bg(0;1)). Donc Byra—k)y C K(Br(0;1)) et ce
dernier ensemble est relativement compact car K € IC(H). Par conséquent By(jq—k) est relative-
ment compact. D “apres le théoréme 4 de Riesz, N(Id — K) est donc de dimension finie.

Pour montrer b) on remarque que z € Im(Id—K)= si et seulement si Vy € H, (z, (Id—K)y) =
0, i.e. si et seulement si Vy € H, ((Id — K*)z,y) = 0, si et seulement si € N(Id — K*). Donc
e ——
Im(Id — K)* = N(Id — K*). D aprés la proposition 42, on a Im(Id — K)*+ = Im(Id — K) et
1l S ——
d’apres la proposition 46 Im(Id — K) = Im(Id — K). On a donc Im(Id — K) = N(Id — K*)*.
Il reste & montrer que Im(Id — K) est fermé. Soit (vp)neny une suite de Im(Id — K) qui
converge vers v € H. Il existe x,, € H tel que v,, = (Id — K)x,,. Soit P; la projection orthogonale
sur N(Id — K). Posons u,, = x,, — Pyz,, on a

Vn € N, u, € N(Id — K)*, (Id — K)up = vy, — v, as n — 0.

Si (un)nen 1 est pas bornée il existe une sous suite (uy, )ren telle que |uy, || — co. Comme K
Un,, )
[ty |

est compact, quitte & extraire de nouveau une sous suite on peut aussi supposer que K (

converge. Or

Un,, Uny, U,
= + K( )
donc ||unk||) converge vers une limite u qui vérifie v = Ku, u € N(I — K). Or la suite ”unk”)
U, =

appartient au fermé N(Id — K)* et est de norme 1 donc u € N(Id — K)* N N(I — K) = {0} et
||lu|]l =1 d”ou la contradiction.

Par conséquent (uy, )nen est bornée et comme K est compact il existe une sous suite (un, )ren
telle que Ku,, converge. Comme u,, = vp, + Kuy,, Uy, cette suite converge vers un vecteur u
et u=v+ Ku. On a bien v € Im(Id — K) ce qui montre que Im(Id — K) est fermé.

Pour montrer ¢) on commence par remarquer que K* est aussi compact (proposition 56). Par
a) on en déduit que N(I — K*) est de dimension finie et par b) H = Im(Id — K) @ Im(Id — K)* =
Im(Id— K)® N(I — K*). La co-dimension de Im(/d — K) est donc la dimension de N(I — K*)
qui est finie. Il reste & montrer que dim(N(Id — K)) = dim(N(Id — K*)).

Pour ce faire commencons par le cas ol (I — K) est surjectif.
Supposons que (Id— K) ne soit pas injectif. On pose Vy = {0}, V,, = N((Id— K)") pour n > 1. On
aVq # {0} et V,, C V,,41. Montrons que V,, 11 # V,, par une récurrence sur n. On a bien V; # V.
Supposons V;, # V,,—1, il existe zc € V,, \ V.1, comme (Id — K) est surjectif il existe z, 1 € H
tel que z,, = (Id— K)2y, 1. Comme ¢ € V,, on a (Id — K)"*la, 11 = (Id— K)"x,, = 0 et comme
Tn & Vo1, Id— K)"2py1 = (Id — K)" 'z, #0 on a 2,41 € Vig1 \ Vi Done V1 # V.
On peut donc appliquer la proposition 45. Il existe une suite (e1, s, ..., €y, ...) orthonormée telle que
en € VNVt . Onapourn >m, Ke, —Ke,, = e, — ((Id—K)e,+ Ke,,). Or Ke,, € V,, C Vi
et (Id— K)e,, € V,,—1 donc e, et (Id — K)e,, + Ke,, sont orthogonaux. Par Pyrhagore on obtient
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|Ken — Kenll? = |lenl]® + ||(Id — K)e, + Ken|?, | Ken — Kep|| > 1. La suite (Key, )nen est donc
sans point d “accumulation ce qui contredit le fait que K soit compact.
Par conséquent (Id — K) surjectif implique que (Id — K) est injectif.

Supposons maintenant que dim(N(Id — K)) > dim(N(Id — K*)). Entre ces deux espaces de
dimensions finies, il existe donc une application linéaire surjective A : N(Id— K) — N(Id—K*). Si
Py désigne toujours la projection orthogonale sur N(Id— K), 1" opérateur APy est un opérateur de
KC(H) car de rang fini (proposition 52). Donc K 4+ AP; est compact. Montrons que I'd — (K +AP;)
est surjectif. Soit z € H, comme H = N(Id — K*)®N(Id— K*)* = N(Id — K*) ®Im(Id — K) par
b) il existe y € N(Id — K*) et z € H tel que z = y + (Id — K)z. Comme A est surjectif il existe
teN(Id—K) tel que —y — APyz=At. Ona (Id — K)t =0 et Pit =t donc

(Id— (K + AP))(t + 2) = (Id — K)(t+ 2) + At + APz = (Id — K)z +y = .

Par conséquent (Id — (K + APy)) est surjectif et d“apres ce qui précede il est donc injectif. Soit
x € N(Id — K) tel que Az =0. On a (Id — (K + APy))r = (Id — K)x — Az = —Az = 0 et donc
x = 0. A est donc injectif. C’est donc une bijection de N(Id — K) sur N(Id — K*). On a donc
dim(N(Id — K)) = dim(N(Id — K*)).

Par conséquent on a nécessairement dim(N(7d— K)) < dim(N(Id— K*)). Comme K* est compact
(proposition 56). On peut lui appliquer ce résultat pour obtenir dim(N(Id — K*)) < dim(N(Id —
K**)). Or (proposition 49) K** = K, on a donc égalité ce qui termine la démonstration.

Remarque 3. On interpréte | égalité Im(Id — K) = N(Id — K*)* de la facon suivante. Soit
(e1,...,en) une base de N(Id — K*) et f € H. Le probléme :
Trouver u € H tel que , u— Ku=f,
a des solutions si et seulement si f vérifie N conditions de compatibilités :
Vi=1,...,N, (f,e;) =0.

C'’est | "alternative de Fredholm :
— ou le second membre vérifie N conditions de compatibilités et dans ce cas | ’ensemble des
solutions est un espace affine de dimension N de la forme {uo} + N(Id — K).
- ou il n’y a aucune solution.
On retrouve ainsi la situation de la dimension finie.

Proposition 57. Soit H un espace de Hilbert et K € K(H). Si Id— K est injectif alors Id— K €
GL(H).

La seule chose & vérifier en plus du théoréme 17 est la continuité de (Id — K)~*. Si cet
opérateur n’était pas borné, il existerait une suite (x,) bornée dans H telle que ||y,| — oo avec
Yn = (Id — K)~'z,,. On aurait alors pour z, = Hzﬁ’

T
|zn] = 1, 2y — Kz = —— — 0.
7]
Comme K est compact il existe z,, tel que Kz,, converge et avec 1"équation ci dessus on obtient

que zp, converge vers un z € H vérifiant ||z]] = 1 et 2 — Kz = 0. Cela contredit 1"hypothese
(Id — K) injectif. (Id — K)~! est donc borné et donc continu.

6.4 Spectre d’un opérateur compact.

L’alternative de Fredholm va nous permettre de décrire le spectre d’un opérateur compact.

Théoréme 18. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et K € K(H), alors
i) 0eSp(K),
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i) Sp(K)\{0} = Vp(K) \ {0},

111) En dehors de O le spectre est un ensemble de points isolés,
ou bien c’est un ensemble fini,

ou bien c’est une suite tendant vers 0,

Sp(K) = {0, A1, Mg, ...; Ay, ...} avec lim A, = 0.

n—oo

Si0¢ Sp(K), alors K~! € L(H) existe et donc Id = K o K~! est compact par composition
d’un opérateur et d’un opérateur continu, cf proposition 54. Par conséquent By (0;1) est compact
et par le théoreme 4 de Riesz la dimension est finie. La contrapposée donne le résultat.

Preuve de ii).
Pour A # 0, on a AMld— K = A(Id— +K). Donc si A ¢ Vp(K) alors Id — 1 K est injectif et d’apres
la proposition 57 Id — + K € GL(H). Donc AId— K € GL(H), X € Res(H). On obtient le résultat
par passage au complémentaire.

Preuve de iii).

Soit (An)n>1 une suite convergente de Sp(K) \ {0}, A, — A et A, # Ay, pour n # m. Il faut
montrer que nécessairement A = 0. D’apres ii), A, est une valeur propre soit donc e,, |le,| =1
un vecteur propre correspondant.

Montrons par récurrence que (eq,...e,) est un systéme libre. (e1) est libre puisque e; # 0.
SuTIL)posons (el,...en)nlibre, st epi1 = Yoy ager alors Keptr = Agieny1 = oy apKey et donc
Dol kAnyier = Y 1 agdgeg. Comme (eq,...e,) est un systéme libre on a pour k = 1,2,...,n,
QpAk = QrAnt1.- On obtient donc puisque A # Apy1, o = 0 et par conséquent e, 11 = 0 ce qui
contredit ||en41] = 1.

On note V,, = Vect(ey, ...e,). V1 C Vo C ...V, C ... est une suite croissante d’espace vectoriels
de dimension n. Comme (A,Id — K)e, = 0 on a (A, Id — K)(V;,) C Vi1 et aussi K(V,,) C V.
D’apres la proposition 45, il existe un systéme (ug, ..., Uy, ...) orthonormé tel que (uq,...,u,) est
une base de V,,. Pour n > m — 1 on a Ku,, — Ku,, = Aup — (AnId — K)u,, + Ku,y,). Comme
(Mld— K)up + Kuy,) € V,,_1, Pythagore montre que || Ku, — Kt || > [[Antn| = |An|. Or K est
compact donc, au moins une sous suite ||[Kuy,, — Kun, || — 0, et donc A,, — 0. Par conséquent
A=0.

Par le théoreme 16, on a Sp(K) C {\ € C; |\ < ||K|z@)}. Or pour tout p > 1,
D, = Sp(K)n{\ € C; %||K||£(H) <A < 1K ¢y} est un ensemble compact de points isolés, D,
est donc un ensemble fini. Comme Sp(K) \ {0} = U°D,, cet ensemble est dénombrable, on peut
donc Iécrire comme une suite de nombres complexes distincts (A1, Mg, ..., A, ...). Pour tout p > 1
soit N l'indice maximale des \,, € D,, alors pour n > N on a |A,| < ]%||K||£(H). Cela montre que
An — 0 et termine la démonstration.

On peut encore préciser les choses dans le cas ol 1 “opérateur est hermitien. On rappelle que
pour un opérateur hermitien A on a Vu € H, (Au,u) € R.

Proposition 58. Soit A € L(H) un opérateur hermitien d “un espace de Hilbert H. On pose

(Au,u) (Au, u)

in M = sup
weHuz0 |juf? weHuzo |lul?

on a alors m, M & Sp(A) et Sp(A) C [m, M].

Commengons par montrer que le spectre de A est réel.
Soit donc A = a + i avec o, 3 € R et B # 0. Supposons 3 > 0, on pose pour tout u,v € H,
a(u,v) = (—i(Ad — A)u,v). a est une forme sesquilinéaire et on va montrer qu elle est coercive.
En effet a(u,u) = B|jul|? — i(al|lul|* — (Au,u)) et donc Rea(u,u) = Bllul|®. Soit w € H, par le
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théoreme 13 de Lax Milgram il existe un unique u € H tel que
Yv e H, a(u,v) = (—iw,v).

Cette solution u vérifie (\[d — A)u = w et Rea(u,u) = G||ul|®> < [(—iw,u)] < |jw| ||ul. Par
conséquent (Ald — A) est inversible et d“inverse continu (|jul| = |[(Ad — A)~lw|| < %Hw”) On a
donc A € Res(4).

De méme si # < 0, en raisonnant cette fois sur a(u,v) = (i(AId — A)u,v), on a aussi A € Res(A).

Il nous reste a étudier le cas on A € R. Si A < m on pose a(u,v) = ((A — AMd)u,v) et
on remarque que a(u,u) > (m — \)||ul|? et donc a est coercive. En résolvant pour tout v € H,
a(u,v) = (—w,v), on obtient comme précédemment que A € Res(A). Le méme raisonnement avec
cette fois a(u,v) = ((AId — A)u,v) montre que A € Res(A) pour A\ > M.

On vient donc de démontrer que Sp(A) C [m, M], reste & montrer que m et M appartiennent
au spectre. Posons a(u,v) = ((MId — A)u,v), a est une forme hermitienne et positive donc par
Cauchy-Schwarz on a |a(u,v)| < v/a(u,u)/a(v,v). En choisissant v = (MId — A)u on obtient
donc

a(u,v) = |[(MId— Ayu|? < Va(u,u)v/a(v,0) < Va(u,u)Cllv]| = CVa(u, u)l|(MId — A)u|
I(MId— A)ul* < C?a(u,u) = C*(M|[ul|* — (Au, u))

Soit maintenant une suite (uy)n>1 tel que |luy]| = 1 et (Aup,u,) — M. En utilisant 1”inégalité
ci-dessus on obtient

[(MId— Ayuy|* < C*(M||un|® = (Atp, un)) — 0.

Si M € Res(A) on aurait avec v, = (MId— A)uy, v, — 0 et u,, = (MId— A)~1v, étant de norme
1 ne peut tendre vers 0. Cela contredit la continuité de (M Id — A)~!. Par conséquent M € Sp(A).
On obtient le méme résultat pour m en considérant cette fois a(u,v) = ((A — mId)u,v). Cela
termine la démonstration.

On a le corollaire suivant

Corollaire 7. Soit A un opérateur hermitien sur un espace de Hilbert H. Si Sp(A) = {0} alors
A=0.

En effet on a alors m = M = 0 donc pour tout u € H, (Au,u) = 0. Or pour tout u,v € H on

a Re(Au,v) = i((A(u—&—v), u+v))—(A(u—v), u—v)) = 0. De méme Im(Au,v) = Re(Au, —iv) =0

donc (Au,v) = 0 ce qui montre que Au = 0.
On termine avec le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 19. Soit H un espace de Hilbert séparable et A un opérateur hermitien compact de
L(H). Il existe alors une base hilbertienne de vecteurs propres de A

Autrement dit, A est diagonalisable dans une base hilbertienne.

On démontre maintenant le théoreme. Comme A est compact son spectre est constitué de 0
et dune suite finie ou non de valeurs propres non nulles {1, ..., A,,...}. Comme A est hermitien
ces valeurs propres sont réelles. Posons E,, = N(A — A\, I)d, Ey = N(A), Ao = 0. (Par le théoreme
de Fredholm 17, E,, est de dimension finie pour n > 1.) Soit maintenant m # n et u, € F,,
vp € Ep, on a (Auy,v,) — (un, Av,) = 0 car A est hermitien. Comme u,, et v,, sont des vecteurs
propres et que les valeurs propres sont réelles on obtient (A, — A\p) (tn, V) = 0, (U, Vi) = 0. Les
espaces E, sont donc deux a deux orthogonaux. On pose alors F' = @$:071727__.En.
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On va montrer que F est dense dans H. Tout d abord on remarque que si v € Flon a
Yo € F, Av € F et donc (u, Av) = 0. Comme A est hermitien (Au,v) = (u,Av) = 0. Par
conséquent Au € F-. Soit B la restriction de A & F*, d apres ce qui précede B est un opérateur
de F' dans F*-. Comme F* est fermé c’est un Hilbert et B est un opérateur compact qui est
sans valeur propre. D “apres le théoreme de décomposition spectrale 18, on a Sp(B) = {0}. Or B
est aussi hermitien donc par le corollaire 7 B = 0. Comme B est sans valeur propre cela implique
que F+ = {0} et donc F est bien dense.

L’espace Ey = N(A) est fermé, c’est donc un espace de Hilbert. Il est aussi séparable
(Proposition 10) et a donc une base Hilbertienne. On compléte cette base par les bases orthonormés
des E,, n > 1 qui sont de dimensions finies. Le systeme B obtenu est orthonormé par construction
et formé de vecteurs propres de A. Il ne reste plus qu’a montrer qu ‘il est total. Si u € Bt alors
toujours par construction pour tout n > 0, u € E;- et donc u € F+ = {0}, u = 0, ce qu il fallait
démontrer.

6.5 Exercices

Exercice 48. On désigne par B l'espace de Banach des suites complexes a = (ay,...,an,...)
sommables avec la norme ||al| = >°°7 | |an|. Soit uw = (u1,us, ..., Uy, ...) une suite bornée. On pose
pour a € B, Ua = (aju1, agua, ..., Gply, ...).

1) Montrer que U € L(B) et donner sa norme.

On pose u™ = (uy,us,...,un, 0,0, ...) et on lui associe l'opérateur UnN.

2) Montrer que UN € K(B). Calculer ||[U — UY]||.

On suppose dorénavant que u, tend vers 0 quand n — +oc0.

3) En déduire que U € K(B).

4) Déterminer Sp(K).

5) Pour b € B, a quelles conditions peut-on résoudre (\[d —U)a=1b?

Exercice 49. Soit k € C°(|0,1]%;R). Pour f € L*(0,1) on pose

Kf(x) = / k(e.y) £(y) dy.

1) Montrer que K f définit une fonction de C°([0,1];R).

On note € ={K /| fllr20,1) < 1}

2) Montrer que cette ensemble est équicontinu.

3) En déduire que K € K(L*(0,1)) et calculer son adjoint.

4) Pour f € C°([0,1];R) résoudre le probléme de Sturm-Liouville :

Vr e 01 o) = f@). 9(0) = g(1) = 0.

5) Montrer que g se met sous la forme g = K f pour un noyau k convenablement choisi.
6) Montrer que K est autoadjoint. Déterminer les valeurs propres de K.
7) Trouver une base hilbertienne qui diagonalise K.



