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1 Le theme

Les lois de conservations sont tres importantes pour les applications, conservation de la
masse, de I'énergie, . . . Elles régissent de nombreuses lois de la Physique et plus récemment
de la Biologie.

Pour la dimension d > 1, la variable d’espace x € R%, la solution u : [0,7] x R? — R, le
flux vectoriel ' € C®(R,R%), le probleme de Cauchy avec donnée initiale ug : R? — R
s’écrit :

Ou+V,-Flu) = 0, (1)
w(0,2) = wup(x). (2)

Dans les années 1990, Pierre-Louis Lions, Benoit Perthame et Etan Tadmor, [14], ont
démontré un effet régularisant pour les solutions physiques u(.,.) avec seulement une
donnée initiale uyg € L*°. Leur preuve s’appuie sur les fameux “lemmes de moyennes”
grace a une formulationn cinétique ingénieuse de 1’équation (1). Plus récemment, une
équipe germano-suisse a obtenu de nouveau résultats pour les solutions de (1), [8]. Ces
nouveaux résultats conferent aux solutions L des traces, voire [18, 12], pour des fonc-
tions qui ne devraient pas en avoir a priori. Toutes les preuves de ces résultats utilisent
la formulation cinétique de [14].

En dimension 1, d = 1, I"équation (1) devient simplement :

Ou | Of (w)

ot ox 0, (3)

avec le flux scalaire f : R — R. Un effet régularisant des solutions de I’équation (3) avait
été obtenu dans les années 50 par une célebre mathématicienne russe, Olga Oleinik, puis
par le célébrissime américain d’origine hongroise, Peter D. Lax, [13]. En dimension 1, les
résulats sont optimaux et utilisent d’autres méthodes que la formulation cinétique de [14].

L’objet de ce stage est d’étudier les effets régularisants obtenues pour les solutions de
I'"équation (3) pour des flux nonlinéaires et non convexes, afin d’éclairer le “paradoxe” des
résultats obtenus en dimension supérieure d’une part dans [14] et d’autre part dans [8].



2 Déroulement du stage

Le travail commencera par la lecture du chapitre 10 de [13]. 1l faudra comprendre
leffet régularisant instantanné pour les flux convexes a ’aide de la formule de Lax. Pour
cela, I'apparition des ondes de choc joue un role crucial.

On travaillera ensuite dans les espaces de Sobolev fractionnaires W*(R,R), 0 < s < 1,
[1] que l'on présentera. s = 1 ne sera pas considéré a cause des ondes de choc.

Puis on attaquera l'effet régularisant pour des flux nonlinéaires et non convexes.

Finalement, les résultats obtenus & plusieurs dimensions d’espace dans [14, 18, 8, 12]
seront illustrés a l'aide de solutions multidimensionnelles issues de problemes unidimen-
sionnels. Des liens seront fait entre les effets régularisants, la décroissance en temps des
solutions périodiques, [4, 6, 7], et la propagation ou non d’oscillations de trés hautes
fréquences, [9, 3, 11] pour les solutions de la loi de conservation (1).
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