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UE3 - 5 - Applications linéaires.

Exercice 1 (Applications linéaires continues)

Munissons l'espace C([0, 1]) des fonctions continues dé�nies sur l'intervalle [0, 1] et à valeurs
réelles de la norme de la convergence uniforme sur [0, 1], notée

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

Considérons les applications linéaires Φ1 et Φ2, dé�nies sur C([0, 1]), à valeurs dans R et dé�nies
pour f ∈ C([0, 1]) par

Φ1(f) =

∫ 1

0

f(t) dt, Φ2(f) =

∫ 1/2

0

f(t) dt−
∫ 1

1/2

f(t) dt.

Montrer la continuité des applications linéaires Φ1 et Φ2, calculer leur normes et étudier si cette
norme est atteint.

Exercice 2 (Calcul de normes)

Considérons les espaces C([0, 1],R) et C1([0, 1],R) normés par

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(t)|dt.

1) Soit S : C([0, 1],R)→ C1([0, 1],R) dé�nie par

S(f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt pour f ∈ C([0, 1],R).

Montrer que l'application S est continue et calculer sa norme.

2) Soit maintenant T : C1([0, 1],R)→ C([0, 1],R) dé�nie par

T (f) = f ′

Est-ce que l'application T est continue ?

Exercice 3 (Espace lp)

On note pour p ≥ 1,

lp(N) = {(un)n∈N réelle ;
∑
n≥0

|un|p < +∞},

muni de la norme

‖(un)‖p =

(∑
n≥0

|un|p
)1/p

,

et l∞(N) l'espace des suites réelles bornées muni de

‖(un)‖∞ = sup
n∈N
|un|.

Montrer qu'il existe une bijection qui conserve les distances entre l∞(N) et (l1)′(N).

On peut montrer de même que, pour p > 1, il existe une bijection qui conserve les distances
entre (lq)′(N) et lp(N) où 1/p+ 1/q = 1.
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Exercice 4 (Séries de Fourier)

Notons E l'espace des fonctions continues de R dans C et 2π périodique muni de la norme in�ni.
Pour f ∈ E, posons, pour tout p ∈ Z,

cp(f) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−ipt dt.

Dé�nissons, pour tout n ∈ N, la forme linéaire, dé�nie sur E par la formule

Ln(f) =
n∑

p=−n

cp(f).

1) Montrer que cette forme linéaire est continue et montrer que sa norme vaut

‖Ln‖ =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣sin((2n+ 1)t/2)

sin(t/2)

∣∣∣∣ dt.
2) En déduire qu'il existe des fonctions continues qui ne sont pas somme de leur série de Fourier.

Exercice 5 (Commutateur)

Soient E un espace vectoriel normé et f, g deux endomorphismes de E véri�ant f◦g−g◦f = IdE.

1) Calculer, pour tout n ∈ N∗, f ◦ gn − gn ◦ f .

2) Montrer que f et g ne sont pas simultanément continues.

Exercice 6 (Noyau d'une forme linéaire)

Soient E un espace vectoriel normé et F une forme linéaire sur E.
Montrer que F est continue sur E si et seulement si KerF est fermé dans E.
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