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AVANT PROPOS

Pour celui qui ne les a rencontrées qu'au lycée et en premiére
année d'université, les équations différentielles sont généralement syno-
nymes de calculs trés peu ¢onceptuels aboutissant a des expressions al-
gébriques ou analytiques constituant la "solution générale" de 1'équation’
considérée. Au moment d'aborder un enseignement spécifique d'équations
différentielles, i1 est donc fondé a croire (et a redouter) que ledit en-
seignement va consister & 1lui incu]qder»de’nduve11es méthodes (dites de
réso]utioh par quadrature) qui lui permettront de déterminer les solutions
de classes de plus en plus larges d'équations différentielles. I1 convient
donc d'indiquer tout de suite que trés rares sont les équations différen-
tielles dont les solutions peuvent s'exprimer & 1'aide des fonctions usuel-
les telles que sin x ou log x , ou de primitives (= quadratures) de
‘telles fonctions. Aussi sera-t-on intéressé & formuler des théorémes d'
existence et d'unicité de solutions : 1'unique solution constitue alors
une (nouvelle) fonction dont on peut envisager d'étudier les propriétés
(périodicité, monotonie, comportement & 1'infini) afin de connaftre cette
fonction "aussi bien" que les fonctions trigonométriques par exemple.

Ce po]ycobié regroupe les notes du_cours semestriel d'équations
différentielles assuré & 1'Université d'Oran. I1 recouvre le programme du
module M108, qu'il déborde 1&gérement par 1'introduction des systémes dy-
namiques : ceci permet d'adopter une présentation plus conforme aux vues
actuelles du sujet abordé. J'ai 1'habitude, également, d'ajouter un théo-
réme di a POINCARE sur la stabilité des solutions périodfques (chapitre
13). En dehors de 1'intérét du résultat, sa preuve constitue en effet une
magnifique application de tous les résultats et méthodes vu dans les deu-
xiéme et troisiéme partie du cours, dont il constitue en quelque sorte un
couronnement. ’

Chaque chapitre est suivi d'une liste d'exercices qui sont géne-
ralement une illustration d'un point abordé antérieurement. I1 est inutile
d'insister sur le fait qué ces exercices constituent le comp]émént indis-
pensable du cours. Certains, marqués d'un astérisque (¥), constituent au
contraire un élargissement. fl n'en sont pas plus difficiles pour autant.






PREMIERE PARTIE

THEORIE ANALYTIQUE «

Cette premiére partie regroupe les résultats qu'on est en droit
d'attendre d'un cours de graduation en équationé différentielles et dont
la preuve ne demande guére plus qu'un peu de dextérité de calcul. Elle
traite des solutions a une variable complexe et se réduit au maniement
de séries de puissances de z . Il convient cependant de souligner (et
Te titre de "Théorie analytique" est choisi pour cela) qu'il ne s'agit 13
que d'une timide incursion dans la théorie des équations a variable com-
plexe, et qu'il ne sera pas fait usage de la géohétrie propre de € : il
pourrait tout aussi bien s'agir 1a de la théorie des solutions analyti-
ques réelles. .I1 convient donc de comprendre ici 1'épitéte "analytique"
dans le sens de calcul sur des expressions, par opposition & "géométri-
que" qui caractériserait bien, quant a lui, les deux parties suivantes
ou une véritable étude (hors programme et non traitee ici) des équations

différentielles complexes, fondée sur les feuilletages.

J'ai pu constater, lors des séances d'exercices, que les métho-
,des‘usuélles d'intégration par quadratures sont trés inégalement
connues. Cette premiére' partie étant consacrée aux résultats accessibles
par le seul calcul, i1 m'a paru naturel de rappéler briévement, en annexe
a cette partie, ces diverses méthodes d'intégration : i1 serait regretta-
ble, par la suite, d'étre capable de développer des raisonnements &volués
puis de buter sur la résolution d'une équation ]inéairé du premier ordre
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1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES COMPLEXES

1.1. THEOREME FONDAMENTAL ET REMARQUES

A la fin du XVIIIeme siécle, gkéce en bonne part a EULER et & 1la
famille BERNOULLI, on connaissait la plupart des équations différentielles
se résolvant par des quadratures, ainsi que les méthodes de leur résolu-
tion (!) par des quadratures. I1 fallu se rendre au constat qu'il n'est pas
possible de résoudre "explicitement" toutes les équations différentielles.
On chercha alors Tes solutions sous 1a forme de développements en séries.
Cette démarche est trés naturelle pour 1'époque : bien que les mathémati-
ciens aient été passab]ementvconsciénts qu'il existe des fonctions peu ré-

=

guliéres, il ne reconnaissaient pas vraiment le statut de fonction & celles

qui ne sont pas "analytique", c'est-a-dire qui ne se prétent pas a un cal-
cul (ce qui, du point de vue épistémologique, est bien moins naif qu'il n'y

parait a premiére vue).

Soit f une fonction de z et y , définie, majorée par M,
et analytique sur le polydisque de €2 des (z,y) telsque|z-zo|< a et
|y-Yo| < b . Considérons 1'équation différentielle complexe

(1) y' = f(z.y)

1.1.1. Théoréme
I1 existe une et une seule solution zw»y(z) de (1) définie au
voisinage de z, , telle y(zo) = yo . Cette solution est défi-
nie et analytique sur le disque centré en z et de rayon

a(l-e'b/ZMa) .

=

(') Ces méthodes sont présentées en annexe a cette premiére partie.




1.1.2.

Nous démontrerons ce théoréme au paragraphe suivant. Auparavant,
faisons quelques remarques, €lémentaires mais situant bien 1'originalité
de ce probléme par rapport & ceux de la variable réelle.

1.1.2. Andlyticité des solutions : Par définition du probléme, ses solutions
~sont des fonctions dérivables. Comme toute fonction dérivable en un point
de C est analytique en ce point, toute solution de (1) est nécessairement

analytique.’

1.1.3. Prolongement analytique :-Une solution y de (1), définie, disons,
sur un disque, peut se révéler prolongeable analytiquement a une fonction
y » définie sur un ouvert connexe plus gros : Ce prolongement ? est alors
encore une solution de (1). En effet, y‘(z) est analytique, et égal a la
fonction analytique f(z,y(z)) sur le domaine de y , puisque y est
solution de (1). Comme U est connexe, on a donc ?'(z)= f(z,y(z)) sur
tout U .

1.1.4. Rayon de convergence des solutions : Le rayon de convergence d'une
solution de (1) peut &tre sensiblement plus petit que les rayons du poly-
‘disque sur lequel la fonction f est dafinie. .Ainsi, y'=f(z,y)i=-y2
(ol a=b=x) admet pour solution les fonctions z»1/z-z, , présentant un

pdle au point z,, et dont le rayon de convergencefdu développement analy-
tique au point z, est, de ce fait, égal a3 |ze-z1] . Comme on le verra v
dans la preuve du théoréme, la valeur du "rayon minimal garanti" a(l-e'b/ZMa)
est 1ié au rayon .de convergence, en z =0 , de 1}équation Y'=F(z,Y) ,

avec F(z,Y) = M/ (1-z/a)(1-Y/b) . Cette équation’se(résoud facilement

par séparation des variables et on trouve que la solution nulle au point

z =0 estégalea Y(z) = b-b/T+ (2aM/b)Tog (1-z/a) , qui est définie
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1.1.5.

sur tout ouvert simplement connexe ne contenant ni le point z; = a (singu-
Jarité essentielle de Tlog(l- z/a)) , ni le point 2z, = a(l-e'blzaM) (singu-
Tarité algébrique de /T+ (2aW/b)Log (1-z/a) ). Comme |z2] < |z1| » on voit
que le rayon de convergence du développement en série, en Zo =0 , de 1a
solution Y est &égal & z» , c'est-a- -dire la valeur du "RMIG" annoncé.

1.1.5. Ramification des solutions : feuilletages : Afin de fournir un forma-
lisme adéquat pour &tudier 1'ensemble des: solutions d'une équation différen-

tielle (& variable réelle ou complexe) i1 convient avant tout de préciser
ce que 1'on pourrait entendre par une solution maximale. C'est ce que nous
ferons avec la notion de trajectoire ou orbite dans le cas réel. Dans le
cas d'une variable complexe une difficulté se présente, comme le montre dé-
ja 1'exemple - Y' = F(z,Y) ci- -dessus, ou plus simplement, 1 équation

y' = -y%2 dont les solutions, autre que la solution nulle, sont données
par y(z) = 1/¥z-z; , et se ramifient : i1 n'est, dés lors, pas possible

de faire appel & la notion de solution maximale : celle-ci ne serait pas
uniforme. A la place de la notion de trajectoire du cas réel, on introduit
celle de feuille, c'est-a-dire une sous- -variété connexe de dimension (com-
plexe) un de C; qui, au voisinage de tous ses points,est le graphe d'une
solution : ainsi, 1la feuille associée a 1/ z-z, se projette surjective-
ment sur C -{zl} , mais "au- -dessus" de chaque z#2z; se trouvent deux
points de 1a feuille (et non un comme pour la fonction). Les diverses feuil
Jes associées a une équation différentielle viennent se ranger de facon
réguliére pour former ce que 1'on appelle un feuilletage. Le théoréme,
que nous allons & présent démontrer , montre que chague point (zosYo)
de C?2 appartient a une et une seule feuille du feuilletage associé a

= f(z,y) .
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1.2. PREUVE DU THEOREME

1.2.1. Quitte a effectuer un changement de variable 7 = Z-zo et un
changement d'inconnue Y = y-y, , on peut supposer que (zq,y,) = (0,0) .
Comme f est majorée par M pour |z| <a et ly] <b , par 1'inégali-
té de CAUCHY, on a |(3P"%f/3z2Pay9)(0,0)| < Mpiql/aPbd (2) .

1.2.2. Comme nous 1'avons remarqué (1.1.2.), toute solution y de (1)
est analytique et se développe donc en série : y(z) = E y(nnlo 2"

Nous allont tout d'abord déterminer 1a valeur nécessaire des 'y(")(O) >

ce qui montrera qu'une seule série convient, d'ol découlera 1'unicité de la
solution. Puis nous montrerons que la série de TAYLOR correspondant i cet
unique choix possible converge avec un rayon au moins égal a a(l-e'zaM/b)

ce qui montrera 1'existence d'une solution et achévera la preuve du théoréme.

1.2. 3. En dérivant la relation y'(z) = f(z,y(z)) , puis les relations
ainsi obtenues, on a :

y' = f(z,y)
W _ of , of d
Y'E+W%
92 f 0%f dy z2, of d2

no_ 82f d_y_
Y e gy izt @@ Ty @

et par récurrence sur 1'ordre de dérivation n

yM(z) = 2L (2) xly] (3)
p+a<n dzpdyq
r<n (n_l) ~ ~ . .
ou kly] = knpq(y’y"y )} est un polyndme a coefficients

entiers positifs indépendant du choix de f.
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On en déduit que y'(o) est déterminé par la valeur y. de y en
0 , que y"(o) estdes lors déterminé par y(o) et y'(o) et, de fagon
genera]e, du fait que y( )(o) s'exprime & 1'aide des dérivees partielles
de f en (0,0) - imposée par 1'équation - et des seules dérivees y( )(o)
pour r < n , tous les coefficients du développement de TAYLOR d'une solu-
tion quelconque sont fixés par la valeur en zéro de cette solution. L'équa-
tion (1) admet donc au plus une solution telle que y(0) =

1.2.4. Comme au (1.1.4.), soit F(z,y) = M/(1-z/a)(1-y/b) = } szyq/apbq.

. Psq
On a, d'aprés (2) :

(4) (aP*9 F/azPay%) (0,0) = plqim/aPbd > |(aP*9¢/32Pay%) (0,0)|

Notons & nouveau Y(z) 1la solution de Y' = F(z,Y) » nulle en zéro, et
soit“(y(n)(o))n>0 la suite définie par (3) et y(o)(o) =0 . Par
récurrence, on a alors Y(r)(o) > ly(r)(o)| . En effet, 1'inégalité est
satisfaite pour r = o puisque Y(o) =0 = y(o) ; si on la suppose vraie
pour tout r <n , comme Kk et 1 sont indépendants de f , on a :

p+q
Y(n)(o) = ) 2 F (0,0)- k[Y(0)] d'aprés (3)
p+g<n azPav4
r<n
p+q .
o L RS oo k(o)) dUapres (4)
p+g<n szayq
r<n
prac | |
D B ) iyl | = o)
ip+ta<n 3zp8yq

r<n

(n)
On en déduit que le rayon de convergence de la série I l——ﬁ$—1 " est
au moins é&gal au rayon de convergence de la série de la fonction Y(z) ,
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1.E.1.
c'est-a-dire a(1-e®%M) (voir 1.7.4.). 11 suffit de poser
(n) oy
y(z) =2 X__ﬁ§21 2"
1.E, EXERCICES
1.E.1. Déterminer un développement en série de puissances de z 1la

solution de 1'équation différentielle suivante, satisfaisant la condition
initiale y(o) = o . Déterminer le rayon de convergence de cette série.

(I-z) y'=1+2z-y.

1.E. 2. Intégrer 1'équation (1-y/b)y' = M/(1-z/a) et vérifier que la
solution nulle en zéro du 1.1.4. est bien celle indiquée.
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2. SYSTEMES LINEAIRES-COMPLEXES (POINTS REGULIERS)

2.1. LE THEOREME FONDAMENTAL

2.1.1. Au lieu d'une seule équation y' = f(z,y) , on peut envisager
le probléme d'un systéme d'équations différentielles

ol 1'inconnue est cette fois constituée par n fonctions complexes

X1s oees X de la variable complexe z , ou encore une fonction

X = (Xgs ooes xn) 3 valeur dans €" . Nous envisageons ici le cas ol les
fi sont linéaires par rapport & 1'inconnue x . IT est naturel d'adopter
une &criture matricielle pour exprimer le systéme :

Soit A(z) une matrice nxn de fonctions analytiques comple-
xes définie pour |z-zo| < R (R < ») , ou encore A(z) =} A (z-20)" , sé-
rie & coefficients matriciels. Considérons 1'équation k=0

(1) x' = A(z) x

ol 1'inconnue x est une fonction analytique complexe a valeur dans c".

2.1.2. Tizéore‘me
' Si la série Zo Ak(z-zo)k converge pour |z-zo| < R , alors
pour tout Xxo€ c" , i1 existe une unique solution x de (1)
telle que x(zo) = Xo . Cette solution est définie et analyti-
que sur Te disque |z-zo| <R . ‘
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2.1.3. Pour o > o > hotons W = uk(a) = afa+l) ... (o+k-1)/k! ; rappe-
lons_que 1/(1-x)a = I .uk X", qui converge pour [x] <1 . Nous utili-
serons le lemme suivant :

2.1.4. Lemme : a J uy o= (k+l) p
—_— o | k+1

Prewve du lemme : En dérivant le developpement de 1/(1-x)% que nous ve-
nons de rappeler, on obtient

a1 ° k-1
— ‘. — = z k u X
1-x ZI xja k=o k

or le premier terme de cette identité est égal a

e J xP ¥ ou x3-4 .
p=0  g=o (psq)eN
en posant k = p+q . L'égalité des coefficients de ‘xk pour les dévelop-
pements en séries des deux termes de 1'identité donne 1a relation annoncée.
‘ CQFD.

© k )
P90 T (] ) oK
k

U
q =0 1=0

Prewve du théoréme : Comme pour le cas non linéaire (1.1.2.), 1a preuve
consistera a déterminer la valeur nécessaire et suffisante des coefficients
(vectoriels) Ck du développement en série X(z) = kg Cy (z-zo)k de la
solution recherchée, puis a démontrer la convergence de cette série sur le
disque annoncé . Sans perte de généralité, on peut supposer que 2z, =0 .

Si ZCka - converge, pour que x(z) = ZCkzk, 'soit solution de
(1) i1 faut et i1 suffit que

ke zk-1- 1 zP. C, 29 = L (1 A _1C) zK
kZo' k p=0 %o q=0 3 k=0 (]=o 1 ) 2
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2.1.5.

c'est-a-dire que, pour tout k'g 0

k
(2) (k+1) Cppq = ]Zo Ak-] C]
Comme Co = X(0) = Xo » on voit que la condition initiale et la
formule de récurrence (2) déterminent entiérement Tes Ck+1 pour k >0,
d'ol 1'unicité de la solution.

Afin d'établir 1'existence, définissons la suite (Ck)k>0 par
Co = Xo puis par récurrence par la relation (2). I1 suffit alors de montrer
que Ta série I C .z~ converge pour |z] < R . Ceci résulte immédiatement
de la proposition suivante ':

2.1.5. Proposition v
Si la série I Ak 2K converge pour |z| <R ,.et s'il existe un
réel o >0 et un entier a tels que la suite (Ck) satisfait
p?ur tqut kk a (k+1)[Cp 4l <@ 120 IAcsa-1!! €yl » alors la sé-
rie I Ckz converge pour |z|] <R .

Preuve : Par le lemme d'ABEL, le fait que la série I Akzk converge pour

|z| < R &quivaut a ce que pour tout r >0, r< R, i1 existe M tel que
IAkI rk <M pour tout k , d'ol, en appliquant 1'hypothése sur (Ck)

, k
k+a-1
(k#1) | Ceyyl saMEIC,| /v a

k+1.

En multipliant les deux membres par r et en posant ¢ = r“[cn| , ona

k
I o

(M k) gy s ML
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Ainsi, pour k=o , ¢ < rl'a M c, et plus généralement, avec les nota-

tions 2.1.3.

1-a M o

(2) Ck S M (B) co » avec B=ar
En effet, en supposant que (2) est vrai pour 1< k , on obtient de (1)
que (k+1) Chsp S B § Hy (B) co = (k+1) Ml (B) co , d'aprés le lemme
(2.1.4.). - 1=

A présent I |Ck||zk| =z cklz/r|k < co Iy (B) “Iz/rjk » qui converge

pour |z/r| <1 , comme nous le rappelions en (2.1.3.). On en déduit que
la série I C, X converge pour [z](<r) <R . CQFD.

2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE n

2.2.1. Un probléme plus général que les équations y' = f(z,y) est cons-
titué par les équations différentielles d'ordre n

(2) v < f(zy, L YY)

Ce probléme se raméne a un systéme en posant Xi = Y, Xz = Y's eu.s
X, = y("'l) : ainsi 1'équation (2) équivaut au systéme

X1 = Xz
X'z = X,
(3) ....... .
] -
*n-17 *n
x'n = f(Zy X1 ooy Xn)

puisque x' = (y(n'l))'=‘y(n) .
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2.2.2.

h Dans le cas ol la fonction f est linéaire par rapport a
Ys ...,y("'l) , 1'8quation (2) peut encore s'écrire

(2") y(") =ap (z) y+ay (z) y' + ... + agzl y("'l)

Dans ce cas le systéme (3) est linéaire en (X3, ... xn) ‘et son expression
matricielle est alors

2.2.2. xx )" [o 1 . o o) x1 )
Xo 0 0 0 0 X2
Xn-1 0 0 . 0 1 n-1
X a(z) a;(z) . a (z) a (2) Xn )
-2 n-1
2.3. CAS DES SYSTEMES A COEFFICIENTS CONSTANTS
2.3.1. En dépit des théorémes d'existence et d'unicité que nous avons

montré i1 n'est en général pas possible de donner explicitement les solu-
tionsd'un systéme d'équations différentielles linaires. Pratiquement, Tla
seule exception & cette situation un peu décevante, est le cas des syste-
mes linéaires indépendants de Ta variable z , C'est-d-dire le cas ou la
matrice A(z) est constante. Nous allons voir, dans ce cas trés exception-
nel du point de vue de la théorie générale, comment trouver la "solution

générale" du systéme.

2.3.2. On considére le systéme

(4) x' = A.x
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2.2.2.

ol A est une matrice n x n & coefficients constants complexes. Le prin-
cipe de 1a résolution dans ce cas est, grosso-modo, de se ramener si possi-

ble @ n équations linéaires a une seule inconnue, telles que se présente le

=

systéme (4) en restriction & 1'espace unidimensionnel engendré par un vec-

teur propre de A . Ainsi, si C est un vecteur propre de A , associé &
la valeur propre A , on voit immédiatement que la fonction

x(z) = C e 2
est solution de (4). En effet :
x'(z) =aC 2 opceronp. x(z)

Si la matrice A admet une base de n vecteurs propres il est alors pos-
sible de former autant de solutions de (4), dont les combinaisons linéaires
forment la solution générale du systéme (voir la théorie des équations 1i-
néaires au chapitre 9 , ci-dessous).

Dans Te cas ot A n'est pas diagonalisable, 1'existence d'une
base de JORDAN pour A , c'est-a-dire d'une base de €" dans laquelle la
matrice de 1'application Tinéaire associée & A est sous forme de JORDAN,
permet alors encore de résoudre le probléme.

Plus précisément, soient A, ..., Ak 1es valeurs propres de
A , de multiplicité respective my, ..., m .Désignons par d;, ..., dk la
dimension respective des sous espaces propres. On a donc 1 < di smeo
i=1, ..., k. Une base de JORDAN pour A est constituée de vecteurs
1, ...k et j=1, ..., m; , et ona '

Ai Cij si J< di

C.. , av i
TJ’ ‘eC

id, <Jj<m,
sid, <J< m.
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2.3.3. Proposition
Les n fonctions X5 5 suivantes sont solution de (4).

J
- )\.iz N N
Xij e Cij si J< di
N e P
= A]Z 1 k I : :
Xij e kz=o C_i Ji-k z /k! si d1. <J < m;

Preuve : Dans le cas Jj < di » la proposition est trivialement vraie com-
me nous 1'avons vu ci-dessus (2.3.2.). Pour di <Jc< m, ona

., J-d.

[ >\'Iz 1 k-1 -
Xij = A Xy e kzl Ci 5ok 20 /(K1)
., J=1-d,

_ Az 1 k
R TR E=o Ci 5o10k 2 /K

et par ailleurs

ax.. - eniz 5
1 k=0
j-1-d,
Az J i
=€
(L 4Gk * G g
j=1-d,
T ¢

ok Xiz [ TIN
AC o 2/k1 4 e} Cy g, 2 /30y) !

k/ Az .

=a X.. +eliZ 1 CQFD.

1 1J kZO i :j'l_k

2.3.4. Remarque : Pour z =0 , ona Xij(o) = Cij » les vecteurs Xij(o)
sont donc linéairement indépendants.

2.3.5. Cas des systémes réels : Supposons que la matrice A soit a coef-
ficients réels et considérons le systéme (4) dans le cas oi (z=)t est
réel. Dans ce cas, la partie réelle Re x(t) d'une solution x(t) de (4)
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est encore solution de (4). En effet, conme Re A=A , on a
(Re x(t))"' = Re(x'(t)) = Re(A.x(t)) = A.Re(x(t))
I1 en est bien slr de méme de la partie imaginaire Im x(t) .

En appliquant cette rémarque et Ta proposition on peut donc obtenir deux
familles de 2n solutions réelles de 1'équation réelle (4).

2.F. EXERCICES

2.E.1. (i) Former le systéme linéaire associe, dans le plan de phase
(complexe), & 1'équation d'"HERMITE YW=z y'"+ny=0 , o0 n estun pa-
ramétre entier.

(ii) Déterminer le développement ZCka de la solution X de
ce systéme telle que X(o) = (1,0) : on vérifiera, par récurrence sur Kk,
qu'on a :

Gy = ( (DN n(n=2) ... (n-2ks2)/(2K)1 L0 )

et Cosr= (05 (-1 n(n-2) .. (n-2k)/(2ke1)1 )

(iii) En déduire que si n est un entier pair , 1'équation d'HERMITE
admet une solution polyndmiale (on 1'appelle le polyndme d'HERMITE de degré n).

(iv) En considérant la solution réelle telle que X(o) =(0,1) , géné-
raliser (ii1) au cas d'un entier positif n quelconque.

2.E.2. On considére 1'équation différentielle suivante :
(1) 22y +z (z4l) y' -y=o0

(i) Existe-t-i1 une solution y, de (1) telle que y,(0) # o .
(i1) En supposant qu'il existe une solution y(z) = Zanzn' de (1),
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définie et analytique au point z = o , déterminer la suite (an) .
(ii1) Quel est le rayon de convergence de la série Zan 2" 2 Con-
clusion ?
(iv) Montrer qu'il existe une solution y,(z) définie sur C-{o}
(Effectuer le changement de variable z = 1/Z , puis chercher le développe-
ment en série de y,(1/Z).
(v) La fonction y,(z) admet-elle un prolongement continu en
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2.A, ANNEXE : TRANSFORMATION DE LAPLACE APPLIQUEE A LA RESOLUTION
D'EQUATIONS ET SYSTEMES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Dans certaines situations, on peut &tre intéressé de connaitre
la solution d'un systéme linéaire satisfaisant a une condition initiale
explicite. Dans céicas, la résolution générale du systéme constitue un
détour inutile : la transformation de LAPLACE constitue le principe d'un
algorithme de résolution plus directe du probléme considéré.

2.A.1. RAPPELS SUR LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

2.A.1.1. Pour toute fonction f : [0, + o[ - R , localement intégrable,

on pose -

” _ 1t a-pt

f%(p) = [ e f(t) dt
0

La transformation f = L(f) = f¥ s'appelle la transformation de LAPLACE
et f* Tla transformée de LAPLACE de f . Pour f continue, on peut mon-
trer que '
d .. 1 yHo ePt
f(t) = 1im f f*(p) — dp
, @t Lo, 2T =i p

et donc que la transformation de LAPLACE est injective sur 1'ensemble des
fonctions continues.

2.A.1.2. Propriétés de la transformation de LAPLACE
L est Iinéaiig. oo
L(E)p) = [ e PErr(t)dt = [ PoR(e) 7 - [ -pePUR(E)dE = - (0) +pF¥(p)
) ) ’
et de méme, par récurence
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L(f")(p) = p*f=(p) - pf(o) - f'(0)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooo

LMY (p) = p"x(p) - 8" 1(0) + B P (o) + ..+ £ (o))

/

2.A.1.3. Transformée de LAPLACE de quelques fonctions usuelles

L(t" = nt /p™t

L(sin at) = a /p?+a’ L(cos at) = p/p*+a?

L(e-at) =1/ pta

L(e'atsin at) = a / (pta)2+a’ L(e’atcos at) =p+a/ (pto)? +a?

L(E%T (sin at-at cos at)) =1/ (p2+a2)2

2.4.2. APPLICATION A LA RESOLUTION D'EQUATIONS LINEAIRES D'ORDRE n

2.4.2.1. Considérons une équation différentielle linéaire a coefficients
constants

(1) a0 x(M v a x("D 4 hax = (1)
Par Tinéarité de la transformation de LAPLACE, (1) se transforme en
(1) ao LMy +a, L™y 4 L v a L(x) = L(£(1))

En posant L(x) = x* , on voit que (1%) équivaut a
n (n-1) ey .
[ao p" +a p 770 4 ...+ a1 x¥(p) = h(p) + F(p)

oid h(p) est un polyndme dépehdant des conditions initiales de la solu-
tion cherchée, et provenant du terme entre crochets de la derniére formule
du 2.4.1.2. On a donc

(2) x*(p) = %%%% + %;%%l » o0 h/C est une fraction rationnelle

calculée d'aprés (1), que 1'on peut décomposer en &léments simples. On ex-
prime le second membre de (2) comme la transformée de LAPLACE d'une somme
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de fonctions élémentaires 9% en utilisant la table 2.4.1.3. En utilisant
la Tinéarité et ]'i‘njectivité de L , on en déduit que «x = Zgi

Exemples

2.4.2.2. Trouver la solution'de x + x = 1 telle que x(0) =0 .
Soit x* = L(x) , ona (l+p) x¥(p) = 1/p , d'ou

x#(p) = 1/p(p+l) = I/p - 1/p*l  donc  x(t) =1- e °

2.4.2.3. Trouver la solution de X + 2x + 5x = sint , telle que
x(0) =1 x(0) = 2
Soit x¥ = L(x) , ona L(x)

2L(X) = 2p x* - e
et L(sint) = 1/ 1+p?

d'od (p* +2p + 5)x* - p - 4 = 1/1+p> , donc
x*(p) = (p + 4 + l}_pz / (p* + 2p + 5)

p> x¥ - p -2

11 11 1
P+ IP*s3

p> +2p + 5 1+p?

. 1
a présent (p + 4 + W/pz +2p +5) =

_ 11 +1 29 2 1 1,11
d'oi x¥(p) = 4mn —P T2 4 _ s . + =
Wiy vz W27 e 0y "5

donc x(t) = e't(% cos 2t + %g sin 2t) - 'IIU cos t + -é sin t

2.A.3. APPLICATION A LA RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES (Exemple)
Soit & résoudre

n
—

3X +2x +y.
® |

>'(+45/+3_y

n
o

En appliquant Ta transformation de LAPLACE & (1) on obtient

1/p
0

3p x¥ + 2x¥ + p y®
w

p X¥ + 4p y:: + 3 y::
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(2p +2) x* + p y*
p x* + (4pr3)y*

1/p
ou encore

1]
o

qui se résoud (algébriquement) en

wioy - A4p+3 I S 33
*(p) = SIEOTHH)~ 25  S(pFI) ~ T0 (11p%)
« _ -1 1,1 11

Y¥P) = Torry(ITeee) = 5 (el T TIpee)

donc, en appliquant le tableau 2.4.1.3.
_1l_ gt 3Frt
Xt)=7-5% " 10

6
y(t) =g (- T
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3, SYSTEMES LINEAIRES A POINTS SINGULIERS REGULIERS
(THEORIE DE FucHs)

3.1. SYSTEMES A POINTS SINGULIERS REGULIERS

3.1.1. Définition

On dit qu'un systéme d'équations différentielles linéaires com-
plexes présente un point singulier régulier au point z, s'il
existe une matrice A de fonctions complexes, analytiques au
point z, , telle que le systéme s'écrive

voo 1
(1) X' = =7 A(z) X
Le fait que la matrice A soit analytique au point 2z, équivaut & ce qu'il
existe une suite de matrices (constantes) Ak et un réel R > o0 , tels que
A(z) = ZAk(z-zo)k » cette série étant convergente sur le disque |z-z,|<R.

Le résultat fondamental relatif aux systémes & points singuliers réguliers,
que nous démontrerons au 13.3., est le suivant.

3.1.2. Théoréme

Si A est analytique sur |z-z,] <R, R<e,si A est une
valeur propre de A, = A(o) , et si pour tout entier k >1
A+ k n'est pas une valeur propre de A, , alors le systéme a
point singulier régulier (1) admet une solution non nulle

X(z) = (2-zo)x z Ck(z-zo)k

ol la série I Ck(z-zo)k converge pour |z-zo| <R
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3.2. EQUATIONS D'EULER, EQUATIONS DE FUCHS

L'exemple suivant aidera & trouver plausible le théoréme ci-des-
sus. On appelle équation d'EULER tout systéme du type X' = (1/z) Ao X ,
ol A, est une matrice constante. En posant z = et , et en notant °=d/dt,
on obtient par ce changement de variable :

% = dxfdz . dz/dt = (1/e®) Ay X . et = Ay X

d'oi X = Ag X , qui est une équation a coefficients constants. Si A est
une valeur propre de Ao , il existe donc une solution non nulle

X(t) = AN ; en revenant a la variable z , 1'eéquation d'EULER initiale
admet donc une solution X(z) = zk C : ici 1a fonction analytique ZCkzk
se réduit a la constante C

On appelie équation de FUCHS (') toute équation linéaire d'ordre
n du type ) .
(2) zny(")4-zn'1a1(z)y (n'l)i-...-+z"_1ai(z) y(n'1) to..ta (z)y=0

ou Tles ai(z) représentent des fonctions analytiques au voisinage de 0.
Parmi ces équations de FUCHS figure 1'équation de BESSEL
22y" + z y' + (z22-n2) y = 0

En posant X1 = Y1 X2 =2z¥', oes X, = Zn-ly(n-l)

toute équation de FUCHS se raméne au systéme linéaire X'=(1/z)A(z)X, avec

0 1 0 . 0 . 0
0 1 1 . 0 . 0.
0 0 2 . 0 . : 0
A(z) = . . . . 1
0 0 0 . j-1 .
. . . . . . 1
_an(z) -agf% -agE% . -iﬁzll . (n-l)-al(z)J

(') FUCHS (L.) J. fiir Math. 66 (1866), p.121 ; 68 (1868) p.354.
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En effet :
x'=yt=xa/z pour pn x = (2P g PRy Py
= [(p-1) x, + xp+1]/z » et xp = [(n-1)xn+zny(n)]/2 , d'ol, d'aprés (3)

S Ao T oees T anxl]/z

xa = [((n-1)-a;) X,

Ainsi, par exemple, & 1'équation de BESSEL on associe le systéme

' ] 0 1)
T 5 |n%-22 0}x2

3.3. PREUVE DU THEOREME

Quitte & effectuer le changement de variable z = z-z; , on
peut supposer que 2z, = 0 . Compte tenu du fait qu'on recherche une solu-
tion X qui est le produit de zk par une fonction analytique, il est
naturel d'introduire Te changement d'inconnue

X = z2MY

d'oll en dérivant (l/z)A(z)(zAY) = X' = ZA-IY‘+ z>‘Y'I -, et donc

(3) Y' =2 (A(2) - AI) ¥
que nous pouvons encore écrire :

-(z Y'" +1Y) = -A(2) ¥

v ko o K k
ou encore ) - (A+k) 2 = ) A Cp) z

k=0 k=0 1=0

Ce qui équivaut a ce que pour tout entier k , on ait
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k
-(Mk) € = - 1§ A1 G
=0

k-1

ou encore - ACo = - Ag Co , puis -(X\+k) Ce=-hAoCp - ) Aeq Cy » dloi :
1=0 ‘

(4) (Ao - AI) C, 0 , et

k-1
(5) (Ao -(Mk) I) C, ==~ T A C, pour k>1
k 120 k-1 ™ -
A présent, nous voyons que T'hypothése que X est une valeur propre de
Ao implique 1'existence d'un vecteur Co # 0 satisfaisant a (4), et que,
pour k >1, X+ k n'est pas une valeur propre de A, implique que
Ao. - (Mk) I est inversible. En posant Bk = (Ao - (M+k) I)'1 » 1a rela-
tion (5) devient :
k

(6) (K+1) Cppy = (k1) Byy1 1§o A41-1 6 pour k> 0.

Or nous démontrerons ci-dessous le lemme suivant :

Lerme : Il existe e >0 tel que (k+1) “Bk+1" < 1/e
Nous voyons que (6) et le lemme impliquent que
_ k
(k+1) | Cranl < (1/¢) ]Z I Aii-1l 1G4
=0

Nous pouvons donc appliquer la proposition (2.1.5.) qui nous avait déja
permis de conclure pour le cas régulier : Comme ZAk zk converge pour .
|z| < k , on voit donc que pour C, défini par (4) et (5) , la série
ch z , converge pour - |z| < k , et donc que :Y(z) = I Ck zk est une
solution analytique de 1'equation (3), non nulle si 1'on choisit Co #0
(3), c'est-a-dire, en revenant & 1'inconnue initiale, X(z) = % f Ckzk
est une solution non nulle de (1). . k=0 " corp.
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Preuve du lemme : Rappelons tout d'abord que pour toute matrice inversi-
ble A, si |A(u)| >€ pour tout u tel que |ul =1 , alors

IA"*|| ¢ 1/e . En effet, il existerait sinon un vecteur v de norme 1,
tel que IA'l(v)I > 1/e . Soit alors u =,A'1(v) #0 . Le vecteur u/|u]
est de norme 1, et  [A(u)/|u]|=]A(u)]/|u] = |v1/|A-1(v)| < e, ce qui
contredit 1'hypothése sur A .

A présént, pour tout k > 1, il existe U de norme 1 tel que
Inf {| (Ao - (A+K)I)(u)| 5 |u] =1} = | (A, -Y(A+k)I)(uk)|, qui est non nul
puisque par hypothése A, - (A+k)I est inversible. Par ailleurs
liﬂ (Ap - (A+k)I)/k = -1d , et donc lim | (Ao - (A+K)I) (u,) = 1ﬁm lul = 1.

On en déduit qu'il existe e > 0 tel que pour tout k >1 et

tout u de norme 1, |[(Ao - (A+k)I)(u)| > & , d'ou, pour tout k>0 |,
(k1) ]| Byl = 1] (Ao = (ukel) 1/ (k1)) M| < 1/ cQr.

3.E. EXERCICES

3.E. 1. Ramener les équations de FUCHS suivantes a des équations d'EULER
puis les résoudre.

3

z2.yll - 27 yl + zy - 0 : z3ylll + z yl -y = 0

3.E. 2. On dit qu'un systéme X' = M(z) X présente un point singulier
régulier en z = « si le systéme X = M(z) X obtenu par le changement de
variable z = 1/t présente un point singulier régulier en t = 0 (on note
X pour dX/dt).

(i) Montrer que si .A ‘est une matrice constante, le systéme
X' = 2 AX |
présente un point singulier régulier en z = » ,
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(i1) Montrer, réciproquement, que pour que X' = M(z) X présente un point
singulier régulieren z =0 eten z=w et pas d'autre point singulser,
i1 faut et i1 suffit que M(z) = A/z , avec A constante.

(ii1) Montrer que si X' = N(z) X admet un point singulier régulier en
z=0 ,en z=1 , et pas d'autre point singulier, alors il

existe une matrice constante A et une matrice B(z) analytique sur C
tout entier telles que

N(z) = & 4 Bz

Z-

(iv) Montrer que X' = N(z) X admet un point singulier régulier en
z=0, z=1,et z=o , et pas d'autre point singulier, si et seule-
ment si i1 existe des matrices constantes A et B telles que

_A B
Nz) =2+
3.E.3. Montrer que te systéme a points singuliers associé a 1'équation

hypergéométrique
z(1-z) y" + (¢ - (atb+l)z) y' - aby = 0

n'a que lespoints z=0, z=1 et z = comme points singuliers régu-
Tiers. (a, b et ¢ sont des constantes complexes).

3.E.4. Réduction de 1'ordre d'une équation de FUCHS :
Soit yo(z) = z" $0(z) 5 ¢o analytique en 0 , une solution de 1'équa-
tion de FUCHS d'ordre deux

Z2y" + zay(z) y' +a(z) y=0

Montrer que y = $Ys. est également solution si et seulement si s' est
solution d'une équation de FUCHS d'ordre un qu'on précisera. (Le méme
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changement d'inconnue permet de réduire d'une unité 1'ordre de toute équa-
tion de FUCHS dont on connait une solution de la forme 2"00(2). ).

3.E. 5. Pour a=b=c=1 , trouver une solution yo(z) = Zanzn' de
1'équation hypergéométrique (3.E.3.), analytique et non nulle. En appliquant
la méthode indiquée dans 1'exercice précédent, trouver toutes les solutions
de 1'équation hypergéométrique dans ce cas.

N
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4, ANNEXE : LES METHODES CLASSIQUES D’INTEGRATION PAR QUADRATURES

Nous indiquons ci-dessous les principales méthodes de résolutions
d'équations y' = f(x,y) ou F(x,y,y') = 0 par des quadratures, c'est-a-
dire les méthodes qui pérmettent d'exprimer la solution générale (i.e. 1'
ensemble des solutions) & 1'aide des fonctions usuelles (algébriques,
trigonométriques, logarithme et exponentielles) et de primitives d'expres-
sions algébriques ne comportant que de telles fonctions. Nous supposerons
que y est une fonction réelle de la variable réelle x , afin d'éviter
d'avoir @ préciser le sens a donner @ Log x ou VX , ou encore ce qu'il
convient d'entendre par JSf(x)dx pour x complexe. La fonction f
étant généralement analytique; les solutions trouvées constituent cepen-
dant également les solutions complexes de la variable complexe.

4.1. EQUATIONS A VARIABLES SEPARABLES, EQUATIONS HOMOGENES

4.1.1. On appelle équation & variables séparables toute équation se pré-
sentant sous la forme suivante :

(1) y' =m(x) / n(y)

En multipliant les deux membres de 1'équation (1) par n(y), elle devient
n(y)y' =m(n) : on dit qu'on a séparé les variables (!). Si M et N
sont des primitives de m et n respectivement, 1'équation (1) équivaut
& (N(y))'" M'(x) , d'ou la solution générale

N(y) = M(x) +C

Exemple : Soit a résoudre 1'équation
oyt o= 2x y2/ (1-x7)

(}) 1'ideée de séparer ainsi Tes variables d'une équation différentietle
revient & Jean BERNOULLI (Acta Erudica Nov. 1694).
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On sépare les variables :
y'/y? = 2x/1-x*

En intégrant les deux membres, on obtient :

dy _ ¢ 2xdx
[ 1%
d'ol -1/y.= - log |1-x2] + C , ou encore

y (Log|l-x?| - C) =1

4.1.2. Les équations de la forme
(2) y' = g(ax +by)
se raménent d des équations & variables $éparables par le changement d'in-
connue
Z = ax + by

Exemple : Soit & résoudre 1'équation
y' = sin® (x-y)
On effectue le changement d'inconnue z
‘ z' = 1-y' = 1-sin?z = cos? z .

X-y 3 on obtient

On sépare les variables
z' / cos?z =1
En intégrant les deux membres on obtient
dz 4
[ cos7z = [ dx
d'ol tgz = x + C , ou encore
tg - Xx=2C
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4.1.3. On appelle Squation homogéne toute &quation se présentant sous la
forme
(3) y' =g (¥/x)

du fait que la fonction f(x,y) = g(y/x) est homogéne de degré zéro, ou
plus généralement si m(x,y) et n(x,y) sont deux fonctions homogénes de
méme degré, alors 1'équation

m(x,y) dx + n(x,y) dy =0

peut se mettre sous la forme (3).

Pour résoudre une équation homogéne, on effectue Te changement
d'inconnue

y = tx
qui raméne 1'équation homogéne & une équation & variables séparables.

Exemple : Soit & résoudre 1'équation
y'=1-y/x

On effectue le changement d'inconnue y = tx , on obtient
t'x+t=y'=1-y/x=1-1

ou encore
t' = (1-2t)/ x

on sépare les variables et on intégre les deux membres

dt _  dx
ftx=1x
d'ol log 1//]1-2t]= log|x| + C , ou encore
y = x/2 - K/2x
4.1.4. Les équations de 1a forme
" ax + by + ¢

se raménent & des équations homogénes en déplagant 1'origine des coordon-
nées au point d'intersection des droites ax + by + ¢ et ax + By +y



- 39 -
' 4.2.1.

Si ces droites sont paralléles ou confondues, c'est qu'en fait 1'équation
(4) est du type (3).

Exemple : Soit & résoudre 1'équation
y' = (x-4) / (x + 2y)

Les droites x-4 = 0 et x+2y = 0 se coupent au point (4,-2) .

En posant X =x -4 et Y=y +2 , onobtient

Y = dv/dX = d(y+2)/dx . dx/dX = y' = X/ (X+2Y)

qui est une équation homogéne. On pose donc Y = T X , d'oli
TX+T=V=X/(X4+2TX) = 1/(1427) .

on sépare les variables

42T) T _ 1
ATZ¥ T-1 X

puis on intégre les deux membres :

P S ' S
3y 3Ty X
d'od 3 log 3(T41] + % log|2T-1| = - Tog|X| + C

et en revenant aux variables initiales :
(x+y-2) (2y -x+8)2=K .

4.2. FQUATIONS LINEAIRES DU PREMIER ORDRE - EQUATIONS DE BERNOULLT

4.2.1. La solution générale d'une équation linéaire du premiér ordre
avec second membre
(5) y' =a(x) y + b(x)

=

est égale & Ta somme de Ta solution générale de f'équation homogéne associée
(6) y'=a(x)y ,

et d'une solution particuliére de 1'équation avec second membre (5). Dans

le cas scalaire (¥(x) € IR) qui nous intéresse ici, 1'équatioh (6) est a
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variables séparables et on a donc, ou bien y = 0 , ou bien
Togly| = [ a(x) dx =: A(x) + C . La solution générale de 1'équation homogé-
ne est donc :

/X a(s)ds
e X0 », CeéR

y=_¢C
En prenant C comme nouvelle inconnue (variation de la constante), définie
par cette derniére relation, pour résoudre 1'équation avec second membre (5),
on obtient) :

¢' = b(x) e “AX)

dont la résolution se raméne & une quadrature : C = | b(x)e'A(x)dx =:B(x) +K.
La solution générale de (5) est donc égale @ y = (B(x) + K) eA(x) ,» KeR,
qui est bien la somme de la solution générale de 1'équation homogéne

(y = keh(X) » K€ R) et d'une solution particuliére de (6) : (yo==B(x)eA(X)),

Exemple : Soit & résoudre 1'équation

xy' - 2y = 2x*

L'équation homogéne associée s'écrit :
yt=(2/x)y

dont 1a solution générale satisfait soita y =0 , soit a
y'ly = 2/x

ou encore, en intégrant les deux membres
log|ly| = Tog x2 + K , K€ R
ce qui équivaut, en tenant compte de 1a solution y =0 , a
y=Cx* , Ce R
Par variation de la constante, on a donc
x (C'x% + 2x C) - 2Cx? = 2x*
ce qui équivaut a
c'x® = 2x*
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d'ol C'=2x , etdonc C=x>+K, KeR . La solution cherchée
est donc
y=(x2+K) x2 , KeR

4.2.2. On appelle équation de BERNOULLI (') toute équation se présen-
tant sous la forme

(7) y' = a(x) y +b(x) y"

Le changement d'inconnue z = l/yn'1 réduit (7) & une équation linéaire (2).

Exemple : Soit & résoudre 1'équation de BERNOULLI

y'=4 - 8x/4
En divisant les deux membres par vy = y" , avec n=1/2 , on a soit
y=o0 , soit

y-1/2 y' =4 y1/2 -8 x
‘En choisissant z = y1/2 comme nouvelle inconnue, cette équation devient

2y'=4z-8x ou encore z' =2z - 4x

qui est linéaire. La solution générale de z' = 2z est z = Ce2X . Par
variation de la constante C ona C' =-4 Xe"2X » qui, aprés intégra-
tion par parties, donne C = (2x +1)e'2x +K, KeR , d'ou

z=2x +1+Ke2X
et finalement, en revenant a 1;inconnue cherchée

y=(2x +1+ Ke'zx)

4.2.3. On appelle équation de RICCATI (®) toute équation de la forme
(8) y' = a(x) y* + b(x) ¥y + c(x)

(}) Jacques BERNOULLI, Acta Erudica 1695, p.553.

(?) méthode introduite par LEIBNITZ : Acta Erudica 1696, p.145.

(*) RICCATI a étudié 1'équation  y' + ay? = bx™(Acta Erudica Suppl.VIII
(1724), p.73) ; 1'équation générale a été introduite par d'ALEMBERT
(Hist.Acad.Berlin 19 (1763) p.242).
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Cette &quation ne se résoud généralement pas par quadrature. Si toutefois on
connait une solution particuliére y, de (8) , le changement d'inconnue

y =Y + Yy, réduit (8) a une seconde équation de RICCATI dont Te terme indé-
pendant de y ("c(x)") est nul : c'est donc une équation de BERNOULLI,
avec n =2

Exemple : Soit & résoudre 1'équation de RICCATI suivante, dont y (x)=x
est solution :
y' = - yi/x 4 y@2x + 1)/x - x
En posant y = x + Y , cette &quation devient
xY' = -Y2 +Y
qui est une équation de BERNOULLI et qui, en posant Y = 1/z se réduit a

Xz'=-2z+1
La solution générale de x z' = -z est égale a C/x . Par variation de la
constante, on obtient C' =1, d'ol
(x +K)y/x , Ke R
En revenant a 1'inconnue cherchée, on obtient

y=x+x/(xtk) , K€ R
solution générale a laquelle i1 convient d'adjoindre 1a solution yo(x) = x
(ou K = @) qui avait &té &cartée lors du passage de 1'équation de BERNOULLI

z

Qi

a 1'équation linéaire.

4.3. EQUATIONS RESOLUES EN y

Un probléme plus général que celui des équations y' = f(x,y)
et celui des équations non résolues par rapport a y' , c'est-d-dire du
type F(x,¥,y') = 0 . Il est éventuellement possible de résoudre (algé-

briquement) cette &quation pour la ramener a une ou plusieurs équations
du type y' = f(x,y) que 1'on peut alors éventuellement résoudre par une

des méthodes indiquées ci-dessus. I1 peut &galement se révéler possib]e
de résoudre (algébriquement) la relation F(x,y,y') = o par rapport & y.
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On obtient alors 1e'graphe des solutions y(x) sous forme paramétrique.

Pour intégrér une é&quation différentielle résolue en y
(9) y = 6(x.y") |
on pose y' =p ; en dérivant (9) , on obtient
P = ¢y (X:p) + ¢(x,p).p’
On écrit la solution de cette équation différentielle sous la forme
x = &(p) ,
et en substituant dans (9), on obtient :
y = ¢(&(p)»p)
ces deux équations constituent les équations paramétriques du graphe de
1a solution. ’

Parmi les équations résolues par rapport & y , figurent les
équations de LAGRANGES.
y =xp(y') + ¥y')
ou p(p) #p , et auxquelles la procédure indiquée ci-dessus 1'applique
bien (voir exemple ci-dessous). Le cas ou p(p) = p correspond a 1'équa-
tion de crazravr(') : '
ytEaxyt +w(y')
a laquelle est consacré 1'exercice 4.E.

Exemple : Soit a résoudre 1'équation de LAGRANGES
Y = xy'/2 + 2x/y
En posant y' = p et en dérivant par rapport 3 x on a

2-4 _ x(p*-4) d
b - Ml &
Donc, ou.bien p2-4 =0 , qui donnera fa ou les solutions singuliéres ou
bien dx/dp = x/p

(}) CLAIRAUT : Hist.Acad. Paris (1734), p.209.



4.E.
- 4 -

qui est une équation linéaire pour 1'inconnue x , et dont les solutions

sont x=Cp , Ce MR . D'ol finalement :
x = Cp
y =Cp?/2 + 2C

ou encore, en éliminant le paramétre p = x/C

y=x%/2C +2¢ , Ce R .
qui est la solution générale. Le cas p2-4 = 0 s'écrit encore

yt=%2
dont les solutions sont y =+2x + K . Par substitution dans 1'équation,
on voit que seule la valeur K = 0 peut convenir. Les solutions singulié-
res sont donc :

y =+t2x .

4.E. EXERCICE (')

Soit F(x,y,p) une fonction différentiable. Pour chaque valeur
de p , soit C(p) la courbe de R2xy d'équation F(x,y,p) = 0 . On dira
qu'une courbe ¢ : IRt > lR)fy s pwc(t) = (x(pv) »Y(p)) est une ehve]oppe
de la famille de courbes {C(p)} si et seulement si, pour tout p, on a

(a) c(p) € C(p)
(b) 1'image c(R) est tangeante au point c(p) a C(p)

(i) Montrer que c est une enveloppe de {C(p)} si et seulement si, pour
tout p , on a

(@) F(x(p)s y(p),P) =0

(8) Fo (x(p)» ¥(p)sp) = O

(ii) Soit y wune solution de 1'é&quation de CLAIRAUT
(1) ¥y =xy' + ¥y)

(') Le lecteur désireux de s'exercera la résolution d'équations différentiel-
les trouveraun grand nombre d'équations remarquablement commodes i inté-
grer dans A. PHILIPPOV : "Recueilde problémes d'équations différentielles"
Ed.Mir (Moscou) 1976 et pour les &quations de LAGRANGES et CLAIRAUT, dans
le "Recueil d'exercices et problémes d'analyse mathématique" , publié
sous la direction de B. DEMIDOVITCH, Ed. Mir (Moscou) 1971.
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En dérivant (1), montrer que y satisfait & une des deux relations sui-
vantes. : ,

(A) y* =0

(B) x = - ¥(y(x))

(i) Trouver toutes les solutions de (A) satisfaisant & (1).(Intégrale
générale).

(iv) En posant y' =p , trouver 1'équation paramétrique d'une solution
de (1) satisfaisant a (B). (Intégrale singuliére).

(v) Montrer que 1'intégrale singuliére est une enveloppe de la famille de
courbes constituant 1'intégrale générale.

(vi) Application : résoudre et tracer un schéma soigné des intégrales gé-
nérales et singuliéres de y = xy' + (y")? .
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DEux1teME PARTIE

THEORIE ~ QUALITATIVE

"Le probléme fondamental de la
théorie des équations différen—
tielles ordinaires consiste Q-
étudier les systémes dynamiques
d'une variété, les champs de
vecteurs qui sont définis sur
celle-ci, et les liens qui exis-

tent entre eux'.
V. ARNOLD.

Comme cela a déja été souligné dans 1'avant propos, rares sont
les équations différentielles dont on peut donner explicitement les solutions.
I1 convient donc de se fixer d'autres objectifs pour 1'étude des solutions d'
une équation différentielle. Ces objectifs sont en fait trés naturels, voire
plus naturels que celui de Ta résolution par quadrature. En effet, &tant donnée
une fonction, ons'intéresse avant tout a déterminer ses propriétés qualita-
tives : périodicité, comportement & 1'infini, etc... La théorie qualitative
des équations di fférentielles s'intéresse a déterminer di rectement ces pro-
priétés, sans chercher a calculer au préalable 1'expression explicite de ces
solutions. E11e recherchera s'il existe des solutions périodiques, quel est le
comportement des autres solutions au regard de ces solutions périodiques, ou
diverses autres propriétés qu'il conviendra de préciser.

Nous verrons que les-ensembles de solutions de toutes les équations
différentielles autonomes ont une structure commune : celle de systéme dyna-
mique. C'est donc pour ces systémes dynamiques que nous définirons les pro-

priétés qualitatives, que nous chercherons a reconnaitre, ensuite, sur 1'
ensemble des solutions d'une équation différentielle.






- 48 -

5, SYSTEMES DYNAMIQUES

5.1, DEFINITION ET EXEMPLES
Derriére les multiples facettes que peuvent présenter les ensem-

bles de solutions d'équations différentielles réelles (autonomes), se trouve
une structure relativement simple : celle des systémes dynamiques. Avant d°
étudier les équations différentielles, nous allons examiner ces systémes
dynamiques, ce qui nous permettra de définir des objetsvtels que les ensem-
bles limites qui seront particuliérement commodes pour décrire le comporte-
ment qualitatif des solutions d'une équation différentielle.

5.1.1. Définition : On appelle systéme dynamique sur une variété V - une
: application continue ¢ : Rx V-~V , (t,p) » ¢o(t,p) , telle
que i) pour tout p € V, ¢(0,p) =0
ii) Pour tous réels s et t , et tout pev,
¢(s,6(t,sp)) = ¢(s+t,p)

5.1.2. Si 1'on n'est pas familié de la notion de variété, on pourra
tout simp]ement supposer que V =R" , dont les @léments seront généra- -
Iement notés x = (X1, cees xn) ou (x,y) si n =2 (dans le cas d'une
variété, x désignera une carte locale x: (V,po)->-lRn au voisinage d'un
point p ). La plupart des problémes se posent généralement dans ce cas.

I1 est cependant parfois plus naturel (&quations périodiques) ou plus com-
mode (cpmpactifitation)'d'étudier le systéme dynamique ol 1'éq0ation dif-
férentielle sur une variété, telle que le cylindre, le tore, ou la sphére.
Voici quelques exemples dans le cas de R2? . On . note ¢(t;x,y) pour

o(ts(xsy)) .
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Figure 5.1.

5.1.3. Exemples

¢1(t;x,y) = (X+ts.V)

o
o
e
\f/
X

d3(tix,y) = (X+t9yét)

¢y (t;r cos ©, r sin 0) = (r cos(0+t),r sin(o+t) X

Figure 5.2.
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5.1.4. Remarquons que pour chaque t dans R , on peut définir une
nouvelle fonction Oy * V,* V définie par ¢t(p) = ¢(t,p) . La propriété
(i) des systeémes dynamiques équivaut, avec cette notation, au fait que ¢,
est 1'identité Id de V , et la propriété (ii) équivaut a

P54t = %5 0 O¢
d'od i1 découle immédiatement que ¢t est un homéomorphisme et que
¢El= ¢-t . On voit donc qu'un systéme dynamique ¢ constitue une repré-
sentation du groupe additif R dans le groupe des homéomorphismes de V .
Dans la majorité des cas que nous envisagerons, ¢ sera de plus différen-
tiable : compte tenu des remarques que nous venons de faire, on dit encore,
dans ce cas, que ¢ est un groupe & un paramétre de difféomorphismes.

\

5.1.5. Champ de vecteur associé d un groupe d un paramétre : Si ¢ est dif-

férentiable, i1 définit un champ de vecteurs X¢ sur V de la maniére sui-
vante : notons é(t,p) la dérivée partielle de ¢ par rapporta t . On
pose alors X¢(p) = ¢(0,p) . Comme nous le verrons au Chapitre 7, 1'intégra-

" tion d'un champ de vecteur constitue 1'opération inverse & celle-ci. Elle

consiste, étant donné un champ X , & rechercher un systéme dynamique dif-
férentiable ¢ tel que X = X¢ .

‘5 .2. ENSEMBLES INVARIANTS
Sur la Figure 5.2. ci-dessus on a représenté en face de chaque

exemple un certain nombre de Tignes munies de fléches : elles représentent
des orbites du systéme dynamique correspondant. Plus précisément :

5.2.1. Proposition — Définition

Pour tout systéme dynamique ¢ , la relation ~ définie sur V

par pnvq <> Jte R, ¢(p,t) =q estune relation d'équi-
valence dont les classes s'appellent les orbites ou les trajec—

toires du systéme dynamique. :
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5.2.2.
La preuve de cette proposition est &lémentaire.
5.2.2. Etant donnée une relation 1'équivalence sur V et une partie A
de V , on appelle saturé de A et on note Sat A la réunion des trajec-

toires des éléments de A . Si pour tout ouvert (resp.fermé) A de V ,
Sat A est ouvert (resp. fermé) on dit que la.relation d'équivalence est
owerte (resp. fermée). La Figure 5.4, ci-dessous montre que Tarelation d'
équivalence associée & un systéme dynamique n'est pas toujours fermée.

A={y=¢e"}; sat A= RxR}

Figure 5.4.

5.2.3. Proposition

La relation d'équivalence associée & un systéme dynamique est

=

ouverte.

Preuwve : Soit A un ouvert quelconque. On a  Sat A = \U ¢4(A) qui

est ouvert du fait que les ¢t sont des homéomprphismes?e'R CQFD.
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5.2.4. Définition

On dit qu'un sous-ensemble A est <nvariant s'il contient la tra-
jectoire de chacun de ses points. '

5.2.5. On voit que A est invariant si et seulement si il est égal &
son saturé. Pour cette raison un ensemble invariant est encore dit saturé.
I1 est élémentaire de voir que si A et B sont invariants, il en est en-
core de méme de AyB , AnB et CA . Le fait que la relation d'équivalence

associée a un systéme dynamique est ouverte permet d'assurer le théoréme
suivant. '

5.2.6. Théoréme
Si A est invariant, alors 1'adhérence A , 1'intérieur R et
la frontiére FrA de A sont invariants.

Prewve : Soit q = 1gm Py (pn) ¢ A , un quelconque point adhérent @ A .
Alors, pour tout te R , ¢(t,q) = ¢(t, Tim pn) = lim ¢(t,pn) qui est
adnérent & A , puiique les Py appartiennent & A , et donc A giz in-
variant. Le cas de A découle du précédent en remarquant que R = CCA ,
et celui de FrA se déduitides deux autres en notant que FrA = EnlA. CQFD.

5.3, ENSEMBLE wLIMITE

5.3.1. On peut, de fagon naturelle, s'intéresser au comportement de
p eV (sous T'action du systéme dynamique) lorsque t tend vers 1'infini.
C'est pourquoi on est conduit & poser la définition suivante :

5.3.2. Définition
On appelle ensemble limite positif de p et on note w+(p) 1
ensemble des points q tels qu'il existe une suite de réels

=~

(tn)tendant vers + » satisfaisant a q = lim ¢(tn, p)
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5.3.2. On définit de maniére analogue, en considérant les suites (t )

tendant vers - « , la notion d'ensemble limite négatif, noté w (o) . I1

va de soit que pour chaque résultat relatif aux ensembles Timites positifs

il existe un résultat analogué pour Tes ensembles 1imites‘négatifs. On ap-

pelle demi trajectoire positive de p et on note v¥(p) 1'ensemble des |
pour t >o '

5.3. 3. Proposition
Pour tout p€ V , ona wH(p) = (M F(LE,+~L,p)
t>o0

Preuwve : Soit q € w+(
telle que q = Tim ¢(tn,p). Comme pour tout t >0 ona tn >t pourn
assez grand, on voit que q € ¢([t, + <L, p) , et donc qeth $(Tt,+=l,p)
Inversement, si q € é:L o([t,+[, p) , on voit que pour tout “n >0, q

est adhérent & ¢([n,+=[,p) : i1 existe donc tn >n tel que d(¢(tn,p),q)§1/n.
Donc q = lim ¢(tn,p) , et comme (tn) tend vers 1'infini, on a donc

*(p). , CQFD.

p) ; i1 existe donc une suite t, tendant vers + «

ge w

5.3.4. Théoréme
Pour tout p €V , w+(p) est fermé, invariant, et

Y (p) = v (p) uw(p)

Preuve : Le fait que w+(p) soit fermé résulte de la proposition précédente.
Pour tout qe uf(p) » g = Tlim ¢(tn(p)) avec lim tn = + o, et pour tout

te R, ona ¢(t,q) = ¢(t,1im o(t ,p)) = Vim o(t, ¢(t ,p)) = Tim ¢(t+t »p) .
Or la suite Sy = tn + t tend vers + © , ce qui montre que ¢(t,q)e:w+(p)

et donc que w+(p) est invariant.
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Soit q un @lément quelconque de Y+(p). I1 existe donc une suite
(pn) d'éléments de y+(p), c'est-a-dire Py = ¢(tn,p) avec t >0 5 telle
que q = 1im Py - Oubbien la suite des tn est bornée, et quitte a extraire
une sous-suite , on peut supposer que Tlim tn =t > 0 existe : dans ce cas
g = lim ¢(tn, p) = ¢(t,p) e,yﬁ(p). Ou bien Ta suite tn n'est pas bornée,
et quitte a extraire une sous-suite , on peut supposer que Tim tn =+ ®
dans ce cas q = 1gm ¢(tn, p) € w+(p) . CQFD.

6.E. EXERCICES

5.E.1. Verifier que les quatre exemples de systémes dynamiques satisfont
bien aux conditions (1) et (ii).

5.E.2. ‘On dit qu'un point est stationnaire si sa trajectoire se réduit
au point Tui-méme. Montrer que 1'ensemble des points stationnaires est un
fermé invariant.

5.E.3. On dit qu'une trajectoire vy est périodique, de période T # 0,
si pour tout p dans y , ona ¢(T,p) =p . Montrer que pour que ¥y
soit périodique de période T # 0 , i1 faut et i1 suffit qu'il existe p,
dans vy tel que ¢(T,po) = po - Montrer que la réunion des trajectoires
périodiques de période T est un fermé invariant. (N.B. la réunion des
trajectoires périodiques de période quelconque, n'est pas un fermé : voyez-
Vous un contre exemple ?). '

5.E.4. % Montrer que le théoréme du verset 5.2.6. est encore satisfait
pour une relation d'équivalence ouverte quelconque.
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5.E.5.% On dit que A est positivement invariant s'il contient la demi
trajectoire positive de tous ses po1nts On def1n1t, par ana]og1e les no-
tions de demi trajectoire negat1ve et d'ensemble negat1vement invariant.
Soient A et B positivement 1nvar1ants Montrer que CA est negatlvement
1nvar1ant et que AnB, AUB, A et A sont positivement invariants.

5.E.6. Déterminer les ensembles limites des systémes dynamiques du 1.1.3.,
ainsi que ceux “des trajectoires des systémes dynamiques du plan ° schématisés
ci-dessous :

Figure 5.5.
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0. EQUATIONS DIFFERENTIELLES : LA THEORIE LOCALE

6.1. GENERALITES

On appelle equation différentielle ordinaire (réelle, d'ordre un)
une relation X = f (t,x) o0 f est une fonction définie sur un ouvert
de Ry x 'R: . Résoudre (1) consiste & déterminer 1'ensemble des fonc-
tions (solutions) t« x(t) définie sur un intervalle réel et a valeur
dans R" telles que pour tout t , on ait dx(t)/dt = f(t,x(t))

Déterminer 1' ensemb1e des solutions de (1) peut évidemment signi-

fier donner exp11c1tement cet ensemb]e sur une forme analogue a

={x: R >R |:x(t) = 3t , ¢ € R} (qui constitue 1'ensemble des so-
Iutions de x = 6t x v), c'est-3-dire en exprimant ces solutions & 1'aide
des fonctions usuelles : polyndmes, 11gnes trigonométriques, exponent1e11es
ou logarithme, ou encore primitives de ce11e—c1 (quadratures). On s'est
cependant progressivement apercu qu'il n'est en général pas possible de
résoudre une équation différentielle par quadrature et que ces équations
constituent, en fait, une mine de fonctions nouvelles (}). Une bonne partie
de 1'étude des équations différentes du siécle passé a donc consisté a dé-
montrer des résultats assurant 1'existence de solutions d'équations diffé-
rentielles données (non résolubles par quadrature), et 1'unicité de cette
solution si 1'on précise, par exémp]é, sa valeur pour tout t =0 : -un
résultat d'existence et d'unicité suffit alors & caractériser une nouvel-
le fonction ("1a solution de X = x* - t telle que x(0) = 0" ), que 1'
on appé]]e - momentanément - une transcendante dont on péut‘envisagér d'étu-
dier les propriétés (périodicité, comportement 3 1'infini, etc . ) jusqu'
a ce qu 'elle vienne rejoindre la famille des fonctions "bien connues" com-

me 1' exponent1e11e ou le sinus.

En fait, le seul résultat quelque peu général est di a CAUCHY et
permet d'assurer.1'existence. Zocale de solutions ainsi que 1'unicité si 1'on

&) Tel est le cas pour Tes équations X = x2 - t (J. LIOUVILLE), ou
X= 6x? + t (P. PAINLEVE, Bull. Soc. Math 28 ; pp.201-261).



-7 - 6.2.1.

impose une "condition initiale" du type x(ty) = x, . C'est & ce résultat

qu'est consacré ce chapitre, le suivant s'attachant & donner les &léments

permettant d'aborder le prob]éﬁe, encore 1argeMent'ouvert, du comportement
global des solutions. ’

6.2. LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES DE PICARD (1)

6.2.1. Soit & résoudre 1'équation différentielle (1) : x = f(x,t) , od
nous supposons au moins que f est une fonction continue. On appellera
solution générale locale de (') au voisinage (to, xo) une fonction ¢
définie sur un voisinage I xU c:Rtx R: de (to,xo) contenu dans le
domaine. éD(f) de f , telle que toute fonction partielle t» ¢(t,x)
soit une solution de (1) satisfaisant,5'1a condition initiale (to,x) = x .
La méthode des approximations successives consiste & pdser, par
exemple,
do(t,x) = x
puis a définir, par induction, ¢, par

t
op(tsx) = x + { f(ss ¢,_q1(s5x)) ds
0

6.2.2. Proposition , '
$'il existe un voisinage de (to,xo) dans 8D(f) sur Tlequel

toutes les fonctions ¢n sont définies et si la ]imite o) des
¢h existe pour la convergence uniforme sur tout compact, alors
¢ est une solution générale Tlocale de(1).

(*) Bien que probablement connue de CAUCHY, cette méthode a &té publiée
en premier par LIOUVILLE (1838) pour des équations linéaires du se-
cond ordre. -La version générale a &té donnée par PICARD en 1893. I1

convient &galement de citer CAQUER (1864), FUCHS (1870), PEANO (1888)
at RANHER (1Q02) .
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Preuve : Toutes les fonctions ¢n sont continues et dérivables par rapport
a’'t , avec d¢n / dt = f(t’¢n-1) . La convergence uniforme sur tout
compact des ¢n , et donc des d¢n/dt , assure que la limite ¢ est con-
tinue, dérivable par rapport 8 t , et

do/dt = Tim d¢n/dt = Tim f(¢n_1) = f (1im ¢n) = f(¢9)-

Enfin, ¢(to,x) = Aim ¢, (tosx) = %ig X+0 = x . CQFD.

6.2.3. Exemples : Pour 1'équation X = f(t) et ¢o(x,t) = x , la suite
des approximations successives est constante a partir de n = 1 , et

d(t,x) = ¢n (tsx) = d1(t,x) = x + jﬁ (f(s)ds , qui est bien la solution

- générale. Avec 1'équation X = x et’ ¢1(tsx) = x , on obtient comme appro-
ximations successives la suite des o, (xst) = x(1 +t+ ..., t /n')
reconnait 1a le développement de TAYLOR de l1a fonction x e qui est bien

la solution générale de 1'équation - X = x

Le paragraphe suivant constitue la préparation de la démonstra-
tion du théoréme du dernier paragraphe de ce chapitre. I1 précise les pro-
priétés de 1'opérateur A , qui a la fonction ¢n_1(x,t) - X associe
1a fonction ¢n(x,t) - X , ol les '¢n sont les approximations successives'
que nous venons de considérer.

6.3. L'UNIQUE POINT FIXE DE L'OPERATEUR A

6.3.1. - On note B(a) = {xeR" ||x-x,| < a} et I(b)={teR|[t-to| <b} .
Supposons f définie est continue sur I(b) x B(a) bornée par x , et

k - lipschitzienne en x (i.e. |f(t,x) - f(t,x")| < k|x-x'|) . Soient a'

et b' des réels positifs quelconques, tels que a' < a/2 et

b' < Min {b, a/2c, 1/2k} . On considére 1'ensemble de fonctions suivant:

H = H(a',b',c) = {h: I(b') x B(a') >R" | h continue, et [h(t,x)| < c.|t-to]}.
Cet ensemble est un sous-ensemble fermé de 1'ensemble des fonctions continues '
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sur I(b') x B(a') & valeurs dans R" , muni de 1a norme de la convergen-
ce uniforme. I1 est donc complet. On pose

:
A(h) (t,x) = [ f(s, x + h(s,x)) ds
0

6.3.2. Lemme :
Cet opérateur A est défini sur H » d valeur dans H , et est
contractant.

Prewve : Si |t-to| <b' etsi s est compris entre to et t ,ona
[to=s| < [to-t] <b' <b . Si, de plus, |x-Xo| < @' , ona, pour heH,

|X + h(x,s) - Xo| < |x=Xo| + |h(x,s)| < a' + ¢b' < a/2 + ca/2c =

Donc f(s,x + h(s,x)) est bien d&fini. D'aprés les propriétés de 1'inté-
grale, comme f et h sont continues, i1 en est de méme de A(h) . Pour
montrer que A(h) € H » i1 reste & vérifier que [A(h) (t,x)] < c.|t-to].
Or [A(h)(t,x)[<] If(s,x + h(s,x)|ds]| < l f c ds| < C.|t-to|. Enfin
A est contractant car pour tous h; et h, dans H, et tout (t,x) dans
I(b ) x B(a') , on a
|A(h1)(t x) = A(h )(t,x)] < | f [f(ssx + hi(s,x)) = f(s,x+hz(s,x)|ds|

0

< 't‘tsl'. k "hl'hZI < b'.k. "h;'hz" < "h]_‘hg" /2

6.3.3. Corollaire
L'opérateur A admet un unique point fixe he .
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Preuve : L'opérateur contractant A est défini sur 1'espace H qui est
complet. ‘ ' CQFD.

6.4. LES THEOREMES D'EXISTENCE, D'UNICITE ET DE REGULARITE DES SOLUTIONS

6.4.1. On dira que la fonction f de t et x est localement lip-
schitziemme en x Si pour tout (to,Xo) dans 1'ouvert de définition de f
i1 existe un voisinage de (to, Xo) sur lequel f est k Tlipschitzienne
~en x . Notons que, par le théoréme des accroissements finis, on démontre
facilement que si f est de classe: @1 alors f est localement Tipschi-
tzienne. '

6.4.2. Théoréme (existence et continuité)
Soit f définie au voisinage de (tos:Xo) € RrR™ , continue, -
localement Tipschitzienne en x . Alors 1 equat1oh différen-
tielle x .= f(t,x) admet une solution générale locale conti-

nue, définie au voisinage de (Xo, to).

Pfeuve . Comme f est continue et localement lipschitzienne en x , il
existe k 5 o et un voisinage I(b) x B(a) centré au point (to.Xo)
sur lequel f est k-Tipschitzienne en x et bornée par ¢ <o

I1 suffit alors de poser a' et b'> o comme définis au paragraphe
précédent. Soit ho 1le point fixe de A appartenant a ,H(a';b‘,c) .
La méthode des approximations successives (2.2.2.) montre que |

¢: I(b') x B(a') ~R" , définie par ¢(t,x) = x + ho(t,x) est une so-
lution générale continue de x = f(t,x) . CQFD.
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6.4.2. Théoréme (Unicitéd)
Soit f définie au voisinage de (tosxo) € IR"'F1 » continue,
localement Tipschitzienne en x . Alors 1'équation différen-
tielle % = f(t,x) admet au plus une solution t = x(t) |,
définie sur un intervalle ouvert I , telle que X(to) = Xo .

Preyve : Soient X; et X, deux telles solutions. L'ensemble de coin-
cidence K = {teI|X;(t) = X»(t)} est fermé par continuité des solutions
et non vide puisque t, € K . Montrons qu'il est ouvert : Soit to'e K
et xo' = il(to') = Xp(to') . Dans la construction du domaine de 1'opéra-
teur A , au 2.3. , remplacer (to,X,) par (to'sxo'), puis poser a'=o
et choisir b' suffisamment petit pour qu'en outre, si [t-to'| < b
alors t eI . On vérifie trivialement que hi(t,x) = X;(t) - xo' et
h2(x;t) = X2(t) - xo' sont deux points fixes de A , d&finis sur

I(b') x B(a') = I(b') x {xe} . Par unicité du point fixe, on a donc

hy =h, , c'est-a-dire X;(t) = X,(t) pour tout t € I(b') = {t|t-ts| < b'}.
L'ensemble de coincidence est donc &galement ouvert ; par connexité de I,
il est donc égal a I . CQFD.

6.4.3. Une équation différentielle peut parfois dépendre d'un ou plu-
sieurs paramétres, m = (my, ..., mp)

(2) x = f(t,x,m)

La solution tw x(t) = ¢(t,xe,m) issue de x pour t = to dépendra
donc de 1a valeur de ce paramétre. On a :

6.4.4. Corollaire (Continuité par rapport au paramétre)
f est une fonction définie et continue au voisinage de-
(tosXgsmg) € Ry x IRQ X IRz a valeur dans ng » localement lip-
schitzienne en(X,m). La solution générale locale ¢(t,x,m) de (2)

est continue. '
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Prewve : On applique le théoréme de continuité (2.4.1.) & X =F(t,X) , ol
X =(x,m) et F(t,X) = (f(t,x,m),0)e RY x R : soit

o(t,X) = (d1(t,x,m)d,(t,x,m)) 1la solution générale locale (continue) de
X = F(t,X) . Par définition de F ona d&,/dt = 0 , d'ol

®,(tox,m) = &2(tysx,m) =m . On a donc

do,/dt = f(t?Ql(t,x,m), @y (t,x,m)) = f(t,2:1(t,x,m), m)

ce qui montre, par le théoréme d'unicité (2.4.2.), que @, = ¢ , puisque
®1(to,x,m) = x = ¢(tosxsm) . La continuité de ¢ découle alors de celle
de o . CQFD.

6.4.5. Théoréme (différentiabilité)
Si f est de classe ¥ « , toute solution générale locale de
- X = f(t,x) est de classe B = .

Remarque : Du fait que la fonction partielle tw~ ¢(t,x) est solution de
% = f(x,t) , i1 est bien clair que la solution générale Tlocale admet
une dérivée partielle par rapport & t continue en tout point. Nous exa-
minerons le cas de la dérivée partielle par rapport @ x au chapitre con-
sacré a 1'équation aux variations, ol nous démontrerons ce théoréme, que
nous admettons pour le moment.

6.E. EXERCICES

6.E.1. Vérifier que les approximations successives de % = f(t) et de
X = X sont bien celles annoncées au 6.2.3.
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6.E.2, Mise en défaut de la méthode des appromimations successives. -
Soit f : R® » R 1la fonction définie par
-2t st x>tz
f(x,t) = {-x/t si |x|<t2
+2t si x < t?

(i) Montrer que f est continde ; est-elle localement lipschitzienne en
(go) ? ,

(1) Quelles sont les approximations successives de % = f(t ,x) si on po-
se ¢o(t,x) = t> ? Conclusion ?

6.E. 3. Soit f : R?2 >R une fonction continue, et t - x(t) une solu-
tion de % = f(t,x) , d&finie sur un voisinage la,b[ de 0. Soit Xo = x(0).
Soit y:[o,b[ R telle que y(o) > x(0) et y'(t) > f(y(t),t) pour

tout t e [o,b[ .. On veut montrer que pour tout t e [0,b[ s Y(t) > x(t) .

(i) Faire un dessin faisant apparaitre. les hypothéses et 1a conclusion du
résultat recherché, et formuler des hypothéses analogues assurant qu'une
fonction z satisfait a z(t) < x(t) point [a,b[ . ’
(ii) Par 1'absurde, supposer qu'il existe ti €lo,bl , tel que

y(t1) < x(t1) . Montrer qu'il existe t e [0,t,[ tel que y(t)= x(t) .
Soit t, = Inf {t > 0 |y(t) = x(t)} ‘

(iii) Montrer que x(t2) = y(t,) et que X(t2) > y(t2) . Conclure.

Méthode des isoclines .
6.E.4. I1 existe une autre preuve classique du théoréme d'existence des

solutions d'une &quation différentielle, fondée sur la notion de solution
e-approchée (!). Une solution e-approchée de % = f(t,x) n'est pas, comme

(1) voir par exemple H. CARTAN, Calcul Différentiel, Hermann (Par%s), 1967.
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on pourrait le croire, une. fonction différant d'au plus € d'une solution
exacte, mais une fonction x satisfaisant 1'équation d € prés, c'est-a-
dire telle que pour tout t |x elt) = f(t,x (t)l <e.Pard astucieux stra-
tagémes de calcul et des raisonnements d analyse non tr1v1aux, il est
_possible de montrer que si xe(to) tends vers x, lorsque ¢ tend vers
0, alors, sur un domaine adéquat de la variable, les fonctions Xe tendent
uniformément vers une solution (exacte) de 1'équation. L'existence, pour
tout € > 0, d'une solution e-approchée telle que xe(to) = Xo est assez
facile a établir, et géométriquement bien compréhensible. Dans le cas ol
Xé ﬂi; (n=1) , ce mode de détermination d'une solution e-approchée, porte
le nom de méthode des isoclines. Avant d'indiquer cette méthode, remarquons
encore que, méme si une équation différentielle satisfait aux conditions
d'unicité des solutions, elle admet dés que € > 0, une infinité de solu-
tions e-approchées passant par un point donné.

Toute solution de x = f(t,x) passant par le point (t,x) doit
avoir en ce point une dérivée R égale a f(t,x) , c'est-a-dire que la
pente de la tangente au <graphe au point (t,x) doit étre égale a
f(t,x) . On appelle Zsocline de 1'équation (1) toute courbe sur laquelle
f est conétante, c'est-a-dire une courbe que~toutes les solutions rencon-
trent avec une méme pente. L'@quation de toute isocline est donc
ﬂtx)=c,ceR

Si 1'on veut déterminer des solutions -e-approchées de x = f(t,x) ,
on trace un réseau d'isoclines f(t,x) = ¢ ol C; ~Cjp =€ - Partant
d'un point (t,,Xs) , on trace un segment de droite issue de (to,X,) et
de pente f(to,Xo) jusqu'a ce que celle-ci rencontre une isocline
f= Ci . du réseau. En ce point on "brise la droite", et 1'on continue
avec un segment de droite de pente ¢4 ie Jqsqu a rencontrer une nouvelle
isocline du réseau, etc ... I1 est bien clair que 1a ligne brisée ainsi
obtenue est une solution e- -approchée. Ce que nous assure la théorie men-
tionnée ci-dessus, c'est que cette ligne approche d' autant mieux une so-
1ut1on exacte que € est petit .
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Figure 6.

Solutions 0,5 approchées ' ‘ - '
de x = x . "’,/’/r/r .
O 1= \ .

Agb plication , : v ,
Tracer des solutions 0,5-approchées des équations suivantes :

X =x - t2 X = (t24x2)/2 - 1 .
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6.A. ANNEXE : METHODE DE RunGE-KUTTA

La méthode des isoclines indiquéé plus haut, si elle peut se révé-
ler utile pour une exploration "a& la main" du comportement des -solutions d'
une équation différentielle, est par contre beaucoup trop artisanale compte
tenu des puissants moyens de calculs dont on dispose actuellement. L'analyse
numérique a heureusement mis au point des méthodes d'intégration approchée
Bien‘plus performantés. Sans rentrer dans les détails de la justification
indiquons ici la méthode de Runge et Kutta (!) qui se révéle excellente et
parfaitement adaptée aux possibilités informatiques de plus en plus répan-
dues (microordinateurs ou calculettes programmables).

I1 s'agit d'une méthode & pas constant, c'est-a-dire qu'étant donné
un intervalle de temps h fixé a 1'avance et étant connue la valeur Xq
vde la solution de x = f(t,x) & 1'instant tn , elle permet de donner une
évaluation de 1a valeur x' de cette méme solution & 1'instant tha = tn+h .

Une méthode a pas constant, s'inspirant de la méthode des isoclines,
- . 1
= xn+h.f(tn,xn ; c'est

et appelée méthode d'Euler, consiste & poser Xnel
une méthode dite d'ordre un , en ce que la solution approchée ainsi ob-

tenue différe de la solution exacte par un o(h) .

La méthode de Runge-Kutta est une méthode d'ordre quatre : on peut,
pour chaque pas, escompter une erreur inférieure & la puissance quatriéme
du pas d'intégration h choisi.

() voir L.COLLATZ : Numerische Béhand]ung von Diffé?ntia1gléichungen
Springer Verlag (1951).
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Pour 1a solution égale & x = x, & T'instant t = t, de

X = f(t,x)

=

la méthode de Runge-Kutta consiste a choisir la valeur

xn+1 = anho(k1+2k2+2k3+kh)/6

pour estimation de cette solution & 1'instant tn+1 = tn+h , -0l

ky = f(tn,xn)

ke = f(t +h/2,x +hk1/2)
ks = F(t,+h/2,x +hk,/2)
ky = F(t +h ,x +hks)

Pour évaluer une solution, on calcule donc successivement ki, ks,
ks, ks, et enfin x' , puis on récommence le processus pour calculer
x" = x(t+2h) , x" = x(t+3h) etc ...

Pour une équation du second ordre

= f(t,x,x)

la méthode de Runge- Kutta consiste & poser

fn+1 = §n+hkn+h(k1+k2+k3)/3
Xoel = xn+(k1+2k2+2k3+kq)/6
avec ki = h.f(t ,x X )

ke = h.f(t +h/2,x +h.x /2+k1/8, X tka/2)
ks h. f(t +h/2,x +h X /2+k1/8 X +k2/2)
ky h. f(t +h, § ot X /2+k3/2 X +k3)

1]

Pour une &quation f raisonnable, une calculette donnera un nou-
veau point toutes les 10 secondes environ, unmicroordinateur, quant a lui,
en donnera jusqu'a mille dans le méme laps de temps.
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7. CHAMPS DE VECTEURS

7.1. DEFIIVITIOIV ET REMARQUES .
Désormais V désignera une variété différentiable . ( me)

7.1.1. Définition
On appelle champ de vecteurs sur V- une fonction X: Vo TV

qui & tout point p € V associe un vecteur X(p) tangent a V
au point p (ou encore une section du fibré tangent TV =~V ).
On appelle courbe intégrale d'un champs X sur V ou trajectoi-
re, une fonction différentiable t - p(t) , définie sur un inter-
valle réel, telle que pP(t) = X (p(t)) pour tout t (le point
' représentant la dérivation d/dt par rapport au "temps" t).
Les images, dans V , des courbes intégrales de X forment les
orbites de X

7.1.2. Un champ de vecteur est dit f;°°, t;n , ou localement lipschi-
tzien si telle est son expression dans toute carte de V . De maniére
générale, nous supposerons que tous 1es'champs de vecteurs considérés sont,
au moins, localement lipschitziens. k

7.1. 3. Afin d'établir le Tien entre courbes intégrales de champs de vec-
teurs et so]utioné d'équations différentielles livrons-nous a un petit cal-
cul, et pour cela, commengons par un rappel : . Si x = X(p) est une carte
Tocale de V , dont la réciproque est la paramétrisation p = p(x) 5 on
sait que 1'on obtient une carte locale X, de TV , définie au voisinage

de - TpV , en posant X, (p,v) = (X(p), DXx(p)Lvl) .
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A présent, si t » p(t) est une courbe intégrale de X , 1a relation
p(t) = X(p(t)) eéquivaut, localement, a

Xe(p(t), BE)) = Xe(P(E)s X(P(t))

ou encore (X(p(t)), DX(p(t)) [p(t)1) = (X(p(t))» DX(p(t))IX(P(t))]) -
Les premiéres composantes étant toujours égales, ceci se résume donc par

(1) DX(p(t))Ip(t)1 = Dx(p(t)) [X(p(t))]

A présent, si 1'on pose x(t) = x(#(t)) » nous voyons que le premier terme
de (1) n'est autre que la dérivee x(t) (régle de dérivation des fonctions
COmposées); Par ailleurs, en définissant la fonction x> f(x) , par

f(x) = Dx(p(x))[X(p(x))1 (expression du champs = X au travers de la car—
te ), le second membre de (1) est tout simplement &gal @ f(x(t)) . En
d'autres termes, que t» p(t) voit une courbe intégrale de X é&quivaut
au fait que t» x(t) soit solution de 1'équation différentielle ordinai-
re x = f(x) .
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7.1.4. On est en droit de se demander ol se situe le progrés d'avoir
remplacé le probléme de la détermination d'une fonction p (= courbe in-
tégrale) satisfaisant & p = X(p)  par celui de la détermination d'une
fonction x (= solution) satisfaisant & x = f(x) ! La réponse est sim-
ple:il est plutdt mal commode d'exprimer (et donc d'intégrer) explicitement
un champ de vecteurs. Par contre, (et c'est ce qu'on fait dans la prati-
que), on peut toujours en donner son expression dans une carte locale, par
des- expressions telles que

X1 = X2
-sin X3

X2

Une autre motivation a ce calcul, et qui est d'importance, c'est qu'il mon-
tre que les champs de vecteurs bénéficient des mémes propriétés locales que
les équations différentielles. En particulier, tout champ de vecteurs X
(que nous avons de fagon générale supposé localement lipschitzien) vérifie
Tes conclusions du théorame d'existence, d'unicité et de différentiabilité
des solutions. Ainsi, pour tout peV, il existe un voisinage ouvert U du
point p , un intervalle ouvert I contenant O et une fonction de classe
6;1 ¢ : I xUwV telle que toute fonction partie]lé t» ¢(t,q) soit
une courbe intégrale de X .

, Une seconde objection peut &tre élevée : cette &quation différen-
tielle n'est que 1'expression dans une carte locale du champ: i1 faudra donc
éventuellement beaucoup d'équations différentielles pour exprimerun champ.
La réponse est évidemment oui, mais elle est tempérée par la remarque sui-
vante : 1a plupart des variétés que 1'on est amené 3 considérer ont une
topologie suffisamment simple pour admettre un ouvert de carte qui est par-
tout dense (essayez !) : dés lors le champ, qui par hypothése est continu,
est éhtiérement déterminé par sa valeur sur cet ouvert : 1'équation diffe-
rentielle associée au moyen de cette carte suffit donc & connaftre entie--
rement le champ (voir exercice 3.E.b).
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7.1.5. On peut également se poser la question inverse : pourquoi s'inté-
resser aux champs de vecteurs et ne pas en rester aux équations différen-
tielles. Une réponse a cette objection est 1a suivante : si 1'inconnue, di-
sons X » ne représente pas une longueur sur une droite, mais la valeur
d'un angle, déteminé & 27 prés , i1 est bien plus naturel de ne consida-
rer X que comme 1'expression (= la carte) d'un point se déplagant sur

- une cercle qui, lui, est une variété. Une seconde réponse est que 1'é&tude
des courbes intégraies sur une variété peut étre plus simple, par exemple,
si cette variété est compacte (voir le théoréme de prolongement, ci-dessous):
ceci avait d'ailleurs déja été pergu & 1'époque ol la notion de champ de
vecteurs n'existait pas, ainsi le changement de variable Y = 1/y prati-
qué pour les équations de RICCATI/BERNOULLI n'est autre que le changement

de carte de 1'espace projectif (complexe), qui Tui est compact (voir exer-
cice 7.E.6). C'est entre autres pour exprimer la géométrie dissimulée der-
riére ces manipulations qu'a été élaboré le formalisme des champs de vec-
teurs. Cette démarche historique peut d'ailleurs servir'd'exemp1e au lec-
teur : qu'il n'hésite pas & chercher & comprendre les théorémes ci-dessous
en simples termes d'équations différentielles (i1 suffit de remplacer X
par f ) . Par contre, lorsque ceci ne lui paraitra plus géométriquement
satisfaisant, qu'il se souvienne que les champs de vecteurs sont 1a pour re-
médier 3 cette insatisfaction ...

7.1.6. On aura noté que 1'équation différentielle x = f(x) associée a
un champ de vecteurs au moyen d'une carte locale est une équation différen-
tielle un peu particuliére, puisque la fonction f ne dépend pas de 1a
variable t . Une telle équation différentielle s'appelle un équation dif-
férentiélle autonome (du fait qu'en mécanique, ces équations s'introduisent
dans la description de systémes mécaniques "isolés", c'est-a-dire non soumis
a une influence extérieure qui, elle, pourrait dépendre explicitement du
temps). Réciproquement, du fait que les ouverts de R" sont des variétés,
une équation différentielle autonome définie sur un ouvert de R" est

aussi un champ de vecteurs.
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7.1.7. ‘Notons que pour une équation différentielle non autonome x = f(t,x)
définie sur un ouvert U de Rt X Rnx il est également possible d'associer
un champ de vecteurs sur U : il suffit de poser y = (t,x) et

F(y) = (1,f(y)) . En interprétant le ° comme la dérivation d/ds par rap-
port & une nouvelle variable indépendante s , 1'équation autonome

y = F(y) équivaut au systéme

t=1
() 1.
| x = f(t,X)

La premiére équation se résoud trivialement par t =s +s, , et donc
s » y(s) = (s+sgs x(s)) est une trajectoire du champ F si et seulement
si tw x(t-so) est solution de 1'équation non autonome x = f(t,x)

Aux équations differentielles x(P) = £(x,X, ..., x(P1)y | dites
équations différentielles autonomes d'ordre p , i1 est également possible
d'associer de maniére naturelle un champ de vecteurs sur 1'ouvert de défi-
nition &D(f) (e [Rnp) de f . I1 suffit de poser
Y = (Xs X5 eoes X _1) e R™ et de considérer 1'équation différentielle
autonome y = F(y) définie par le systéme

' X =X

l xp_1 = xp_1
= f(x,xl,...,xp_l)

Le domaine de définition ¢D(F) de F s'appelle 1'espace des phases de
1'équation différentielle autonome d'ordre p considérée.

Notons enfin du'en combinant les deux méthodes on pourra associé
un champ de vecteurs a toute équation différentielle (non autonome) d'or-

(p) (n=1)y aps s ) 1+pn
dre p X = f(t,X5.005X ) définie sur un ouvert (f) de R .
Dans ce cas le domaine de définition &) (F) du champ s'appelle 1'espace
des phases élargi associé a 1'équation différentielle.
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La propriété essentielle des champs de vecteurs (ou équations
autonomes) par rapport aux &quations différentiellesenon autonomes tient
dans la remarque suivante :

7.1.8. Remarque fondamentale
Si tw» p(t) est une courbe intégrale de X définie sur la,b[ ,
alors pour tout toeR t - q(t) = p(t-t,) est également une
courbe intégrale de X , définie sur Ja-t,, b-t,[ .

Prewve : q(t) = dp(t-to) / dt = P(t-to) -(d(t-ts)/dt) = X(p(t-to) = X(q(t))v
CQFD.

En vertu de cette remarque, on pourra, sans perte de généralité,
borner notre attention aux courbes intégrales de X définies au voisinage
de t0=0
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7.2. SYSTEME DYNAMIQUE LOCAL ASSOCIE A UN CHAMP DE VECTEURS

7.2.1. : Dans le produit Rt x V ~de'la varigte V' par la droite, nous
allons avoir a considérer des voisinages d'un type particulier de la sous-
variété V, (difféomorphe @ V ) d'équation t =o0 : ce sont les voisi-
nages ouverts W tels que W= é;b la(p),b(p)[x {p} (voir figure), que -
nous appellerons "voisinages en brosse" de Vo ; (Vo est le manche, les

segments  la(p),b(p)[ x{p} formant les poils !).

la(p),b(p) [x{p}

Il
T

I
|

= NxR
Vo
7.2.2. Appelons solution générale locale d'un champ X toute fonction

¢, définie sur un ouvert de R x V, (tsp) » ¢(t,p) , telle que pour tout

p » 6(0,p)=p et telle que les fonctions partielles t» ¢(t,p) soient
des courbes intégrales dy champ X . Une solution générale locale de X
définie sur un voisinage en brosse de Vo s'appelle un systéme dynamique
local associé a X . Cette terminologie s'explique par la proposition sui-
vante :
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7.2.3. Proposition
Pour tout systéme dynamique local associé & X , si

o(tsp)s o(s+t.p) et o(s.o(t,p)) sont définis, alors
¢(s,0(tsp) = ¢(s+t,p) .

Preuve : Par définition d'une solution générale locale, la fonction

s » p1(s) = ¢(s>6(t,p))
et une trajectoire de X . En vertu de la "remarque fondamentale" (7.1.8.),
il en est de méme pour Ta fonction

s = p2(s) = ¢(s+t,p)
Or pi1(0) = ¢(0,0(t,sp)) = ¢(tsp) = p2 (0) . On conclut en appliquant Te
théoréme d'unicité (6.4.2.). CQFD.

7.2.4. L'existence d'un systéme dynamique local ¢ associé & X découle
du théoréme d'existence et d'unicité. En effet, pour tout p € V , il existe
un voisinage ouvert U_ et un intervalle Ip =Ja(p),b(p)[ tels que X
admette une solution locale ¢p définie sur Ip X Up . IT suffit alors
de poser W = ‘Zb I xU_. , qui est bien un voisinage en brosse de

{0} xV , et o(t,p) =¢ (t,p) . Notons que par le théoréme d'unicité

¢ = ¢, sur tout 1'ouvert I_x U_ (et pas seulement sur I_x {p} ), ce
qui montre que ¢ a les mémes propriétés locales que ¢p et est donc
différentiable.
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Notons également que deux systémes dynamiques locaux quelconques
sont, toujours par unicité des solutions, égaux sur 1'intersection de leurs
domaines. I1 existe donc une solution générale locale ¢ définie sur la |
réunion W des domaines de définition de tous Tes systémes dynamiques lo-
caux (¢i) iel (pour (t,p) e Wi , poser ¢(t,p) = ¢i(t,p) ) . Comme
la réunion de voisinages en brosseestun voisinage en brosse, ¢ est donc
€galement un systéme dynamique local et son domaine de définition W est
maximal (le domaine de définition de tout autre systéme dynamique local est
nécessairement contenu dans W ). De ce fait, ¢ s'appelle le systéme

dynamique local maximal associé & X .

7.2.5. Définition
Si Te systéme dynamique maximal de X est défini sur tout V xR,
on dit que Te champ X est complet.

7.2.6. Exemples
7.2.6,1. La solution générale de 1'équation x = x® est o(t,x) = x/(1-xt).

Le systéme dynamique local maximal du champ X(x) = x> est donc égal a la
composante de {0} x Rx de 1'ouvert défini par xt #1 .

Ax
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7.2.6.2, Si ¢: R x VeV est un systéme dynamique de classe @;1 s €N
posant X(p) = (d¢/dtfo,p) on définit un champ de vecteurs sur V , dont
¢ est une solution générale globale. Ce champ X est donc complet.

7.2.6.3. Soit x = Ax (A est une matrice réelle n x n ) un systéme dif-
férentiel lindaire & coefficients constants. Le champ X sur R" associé
a ce systéme est complet. En effet, on vérifie immédiatement que

d(t,x) = (exp tA)x (= (nzo t" An/n!).x) est une solution générale lo-
cale de X , définie pour tout te R ; (la série est uniformément conver-
gente sur tout compact de R).

Si P = Tim ¢(t,po) existe, alors il est possible de pro-
longer ¢ & un b (po) systéme dynamique local $ défini au-dela de
b(pe) par $(t,po) = ¢(t-b(pg)sPo) (figure ci-dessus);telle est 1'idée
du théoréme suivant.

7.2.7. Théoréme (Théoréme de prolorigement)
Soit ¢ le systéme dynamique local maximal associé @ X , dé-
fini sur W = p\gvlfa(p)),b(p)[ Si  ¢([o,b(p)[ x {p} ) est
relativement compact, alors b(p) = + = .
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Prewve : (par 1'absurde). Supposons que b(py) = t, (< + ») . Comme
¢([0sb(py)[>Po) est compacte, il existe une suite (tn) [o:%o[, telle
que Tlim tn =t, et telle que T1im ¢(tn,p) = P existe. Soit I-e,telx U
un voisinage ouvert de (0,P) contenu dans le domaine &)(cp) de ¢ . Soit
T =ty un élément de la suite (tn) tel que |to-T| < e/2 et
¢(T,po) € U . Notons ¢r T1'application p » ¢7(p) = o(B.T) , “soit
? = 61 (U) x 1T-e, T4l , et définissons sur W 1la fonction: ¢ par
¢(t,q) = ¢(t-T,4(T,q)) . En vertu de la "remarque fondamentale", t - $(t,q)
est une courbe intégrale de X , et elle est égale & ¢(t,q) pour t=T.
Par unicité les solutions ¢ et ¢ sont donc égales sur toute la compo-
sante connexe de  (T,¢x(po)) dans @ (¢) n w . Comme |to-T| < &/2 , W con-
tient Te point (to,P) : i1 est donc possible de prolonger par ¢ 1le
systéme dynamique local ¢ & un

voisinage en brosse contenant le

point (to,P) , ce qui contredit

1'hypothése que ¢ est maximal.
: CQFD.

t t
— - >/ L

T to=b(p1) -0 « T to=b(po)
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7.3. LE THEOREME DE REDRESSEMENT

7.3.1. Qui a déja intégré des équations différentielles ordinaires con-
nait 1'importance des “changements d'inconnue". Du point de vue théorique,
un changement d'inconnue est simplement un difféomorphisme local

y » x(y) défini sur un ouvert de R" (correspondant généralement @ un
changement de carte d'une variété - voir exercice 7.E.6.) .

7.3.2. Progqsition
Un difféomorphisme local y » x(y) échange les solutions de 1'

équation différentielle autonome x = f(x) , en les solutions
de 1'équation différentielle autonome y = [D 3(()/)]-1 [f o x(y)1.

Prewve : Pour une solution quelconque x(t) de x = f(x) , soit

y(t) = x -1 (x(t)) . En appliquant la régle de dérivation des fonctions
composées & x = X oy ,on a DX(y(t))[y(t)1=x(t)=f(x(t))=f o X(y(t)) >
d'ol découle la proposition en multipliant chaque membre de 1'égalité par
[Ox(y(t))17! . CoFD.

7.3.3. On aura noté, dans la preuve qui précéde, qué la clé du calcul
consiste a exprimer 1'ancienne inconnue (ici x) comme fonction de 1a nou-
velle (ici y) et non le contraire. Plus que la propos1t1on el]e-méme, c'

est cette "astuce de calcul" qu'il convient de retenir.

7.3.4. Exemple
Soit xo e R" tel que f(xo) # 0 et soit y=L[yl un isomor-

phisme lingaire de R" tel que Lle:] = f(xo) » 00 e1 = (1,0...,0)..
On définit un d1ffeomorph1sme (global) x de R" en posant  Xx(y) = LIyl+X.
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Par ce difféomorphisme, 1'équation différentielle x = f(x) devient une
€quation différentielle y = g(y) , telle que g(0) = e, . Nous allons mon-
trer qu'en fait, i1 est possible de choisir x de fagon que 1'on ait

g(y) = e1 sur tout un voisinage. Le théoreme qui suit constitue une re-
formulation géométrique des théorémes d'existence, d'unicité et de diffé-
rentiabilité des solutions d'une &quation différentielle.

7.3.5. Théoréme (Théoréme de redressement)
Pour tout champ de vecteurs & X sur v s et tout poeV tel
que X(po) #0 , il existe une paramétrisation locale x de V
au voisinage de po, telle que 1'expression y = g(y) de x dans
lacarte y=x 1 soit g(y) = ex (=(1,0,...,0) ) .

Prewve : Soit (1) : x = f(x) 1'expression de X au voisinage de p au
travers d'une carte 1oca]e quelconque. Soit xo = x(po) ; comme X(po) # 0 ,
on a f(Xo) # 0 . Quitte & pratiquer un premier d1ffeomorph1sme (voir 1'
exemple ci-dessus (7.3.3.)), on peut supposer que Xo = 0 et f(x,) = ey .
Soit ¢ un systéme dynamique Tocal &~ associé a (1). Pour tout vecteur
x deR", notons le x = (X1, X2) o0 x;€R et x, ean et de méme
pour y . On pose X(yi,y2) = ¢(y1 ; O,y2) . Comme ¢ est B il en
est de méme de X . On a

"5%7;(?(0,0) = g% (0:0,0) = £(4(0;0,0)) = £(0) = ey (eZ(R, R"))

et X (0,00 = D (ya > 6(0:0,y2))(0) = D(y2  (0,y2))(0) =(0,1dp n-1)
d'ol Dx (0,0) = 3y1 x) (0,0) = IdR|1 » qui est donc une applica-
tion linéaire inversible. Par le théoréme difféomorphisme local, X est
donc bien un d1ffeomorph1sme local.
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Vérifions que 1'équation (2) : y = g(y) obtenue par ce change-
ment d'inconnue a bien la propriété souhaitée. Pour y; € Rn—l quelconque,
soit y(t) = (t.yz2) » et x(t) = X (y(t)) . Par définition de Xx , on a

x(t) = ¢(t;0,y2), qui est donc solution de (1) , et donc y(t) = (x(t))
est solution de (2). On en déduit que pour tout (yi,yz)s Q(Y1,y2) =
y(y1) = (1,0, ... 0) , par définition de y(t). CQFD.

7.E. EXERCICES

7.E.1. Former les systémes d'équations caractérisant les champs de vec-
teurs associés aux équations différentielles suivantes :

0
bsint ;.

x2+sint; X+x=03; X+sinx
X+ (x241) x +x =03 X+ x3/3 X +X
a(t) x + b(t) x + c(t).

7.E.2. Calculer les champs de vecteurs sur [R? -associés aux systémes
dynamiques du 5.1.3. (voir définition au 5.1.5.).

7.E.3. Pour une famille de courbes de th -x satisfaisant a

F(t,x,C1,.. sCp ) =0 , aveC Ci, ...» c, € R i1 est genera]ement pos-
sible de former une équation d1fferent1e1]e (non autonome) d'ordre n dont
les courbes de la famille sont les graphes des solutions : on dérive n

fois la relation F = 0 puis on &limine les constantes Cys =+eCpy @ 1!
aide des n relations obtenues. Etablir ainsi les équations différentielles
des familles de courbes suivantes :

x =at ; x=bt2+cet i ox = (t-4a)
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7.E.4.  Montrer que ¢ : ézk 1a(p),b(p)L x {p} » V est un systéme dyna-
mique local associé au champ X si et seulement si

: égv 1-b(p),-a(p)[ x {p} » V , défini par &(t,p) = ¢(-t,p) , est un
systéme dynamique local associé au champ -X . [Calculer do / dt] . En

déduire un théoréme de prolongement relatif a a(p) .

7.E.5. Soit f : R" »R" » continue , lccalement Tipschitzienne et bor-
née. Montrer que le champ sur R" associé & x = f(x) est complet. (Rai-
sonner par 1'absurde, appliquer le théoréme des accroissements finis et

conclure avec le théoréme de prolongement).

7.E.6. Expression locale d'un champ de vecteurs défini sur une varidté.
On considére la sphére S? munie des deux cartes (xi1,x2) et (yi,yz2)
définies sur la sphére privée respectivement du péle nord et du péle sud,
pour lesquelles le changement de carte est donné par x; = yi/(yi1%+ys2?)
et Xo = -yo/(y12+y22) (i.e. si X=X, +ix, et y=y  +1y,,
alors x = 1/y) .

Déterminer le systéme Iy obtenu par ce changement d'inconnue
a partir du systémé Ix suivant :

n
-

X1 = X12- X22+ 1 y1
X = )

i

kz 2X, X2 yz =7?

Vérifier que le systéme Iy se prolonge contindment au point

(y1sy2) = (0,0) . En est-i1 de méme pour le systéme 'y associé de la
méme maniére au champ I'x suivant ?

).(1 =. X13_ 3X1X22

fy = .
zx = | o

_3X12X2 - Xz3
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Commentaire : Ceci montre que le systéme Ix est L'expression dans la
Lommentatre q Y exp.

carte locale (x1,%2) d'un champ de vecteurs X défini sur la sphére 52

toute eutiére, alors que ce n'est pas le cas pour le systéme L'x (revoir
7.1.4.).

Le champ X est complet. Pourquoi ?
~ Vérifier que la fonction de R dans S* définie par
(x2(t)sxa(t)) = (tg t,0) , pour t £ m/o + km , et par (y2(t),y2(t)) =
(cotg t,0) pour t #km (ke Z), est solution de X .
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8. STABILITE

I1 existe plusieurs théories de stabilité pour les solutions des
équations différentielles. Elles traitent toutes de la question du compor-
tement des solutions lorsque t tend vers 1' infini, le probléme typique
associé a cette quest1on &étant celle du futur du systéme solaire : par
exemple, savoir si Tes planettes resteront toujours & distance bornée du
soleil (stabilité au sens de LAGRANGES), si elles tourneront toujours ap-
proximativement sur la méme orbite en repassant dans 1'avenir par des posi-
tions arbitrairement prochésdeSpositions adoptées antécédemment (stabili-
té au de POISSON),ou encore de savoir si une petite perturbation venant de 1'
extérieur du systéme solaire risque ou non de modifier profondément le
comportément général du systémé (stabiiité structurelle). Nous aborderons
ci-dessous les stabilités au sens de LAGRANGES et au sens de LYAPUNOV.

8.1. STABILITE AU SENS DE LAGRANGES

8.1.1. Définition

Soit Yy une orbite d'un systéme dynamique ¢ sur une variété
V . On dit que Y est posztzvement stable au sens de LAGRANGES
si pour tout pevy , v (p) est compacte.

8.1.2. Proposition
Pour qué Y soit positivément stable au sens de LAGRANGES, i1
faut et i1 suffit qu'il existe p, €y tel que ¥ +(po) soit
compacté.

Preuve : La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, soit
p = y(t,po) un e]ement que]conque de Y= Y(po) .Ona

Y+(p ) = ¢([0 *ol, p) = ¢(L054=l:0(t,po)) = ¢([t,+=l,pe) . ST t >0,
on a donc vy (p)c‘y (po)c;yl(po) qui est compact ; donc
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MOBRACH I y¥(p) est donc fermée et contenue dansun compact ;elle
est donc compacte. Si t <0, y+(p) = ¢([t,01, po) U Y+(po) : Y+(p)
est donc 1a réunion de deux compact ; elle est donc compacte. CQFD.

8.1.3. Théoréme
Si y est positivement stable au sens de LAGRANGES, alors, pour
tout pe vy, w+(p) est un compact non vide.

Prewve : Nous avons vu (5.3.3.) que ' (p) = g;¥)$1TT:?§TT57 .

___ Or,pour t>0,o0na §([t,+[,p)c YF(p) . On voit que si
Y+(p) est compacte, w+(p) est intersection décroissante de compacts
non vides ; w+(p) est donc bien un compact non vide. CQFD.

8.2. STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

"~ Si un systéme dont 1'évolution est régie par une équation différen-
tielle présente une position d'équilibre ou un régime périodique, il peut
étre intéressant de savoir si cet équilibre ou ce régime périodique est
stable, c'est-a-dire que tout &tat assez voisin & 1'instant initial reste
voisin quand t tend vers 1'infini, ou mieux, tend vers cette position
d'équilibre ou vers ce régime périodique. Telle est la question abordée

par la stabilité au sens de LYAPUNOV.

8.2.1. Définition

Soit Yy un point stationnaire ou une trajectoire périodique d'un
champ de vecteurs X sur une variété V . On dit que Yy est po-
sitivement stable au sens de LYAPUNOV si tout le voisinage U

de vy contient un voisinage U' de vy tel que la demi trajec-

toire positive de tout point de U' reste contenue dans U
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8.2.1. Définition (suite)

Si, de plus, on peut choisir U' de facon que pour tout p e U'
on ait w+(p) =Yy , on dit que Y est positivement asymptotique-
ment stable. '

8.2.2. Si,dans les définitions ci-dessous on substitue la locution "demi
trajectoire négative" a "demi trajectoire positive", et w (p) & w'(p)
on obtient la définition d'une trajectoire négativement stable au sens de
LYAPUNOV et celle d'une trajectoire négativement asymptotiquement stable.
Notons que le changement d'inconnue T = - t , qui remplace le champ X
par le champ -X , échange les deux notions. I1 est dés lors facile de dé-
duire de Ta théorie de la stabilité positive que nous allons aborder ci-
dessous la théorie analogue pour la stabilité négative. Voici, sur quel-

ques fiqures,des exemples de trajectoires stab]es.ou non au sens de LYAPUNOV.

8.2.3.
X = X
y=y
Le point stationnaire (0,0)
est positivement asymptotique-
ment stable.

8.2.4.

A {i =y

y ==X
Toutes les trajectoires sont
positivement (et négativement)
stables au sens de LYAPUNOV,
mais aucune n'est asymptoti-
quement stable.
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0
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= -1
p(1-g) .

Le point stationnaire (0,0) est négative-

ment asymptotiquement stable et n'est pas

positivement stable.

Le cycle-limite 6= 1 est positivement
asymptotiquement stable, mais n'est pas né-
gativement stable.

Ll

exemple ci-contre (!) présente une famil-

le dénombrable de solutions périodiques s'
accumulant sur le point stationnaire. Les

solutions périodiques sont alternativement

positivement asymptotiquement stables et

négativement asymptotiquement stables. Le
point stationnaire est positivement et né-

gativement stable, mais pas asymptotiquement.

Dans 1'exemple ci-contre 1'ensemble limite

positif w de tout point du plan est

égal au point stationnaire - {(0,0)} (qui
de ce fait est dit attractif). Cependant

le point stationnaire n'est pas stable au
sens de LYAPUNOV , et a fortiori, n'est pas

asymptotiquement stable.

(*) I1estassezaiséde donner un exemple de champ de vecteurs B* presentant ce
portrait de phase.La quest1on de savoir s'il existe un champ analytique ayant
ce portraitde phase, que 1'ona un temps cru résolue [H DULAC,S.M.F.Bull.
§1(1923), pp.45- 188], reste ouverte a ce Jour
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8.2.8. Comme R" est localement compact, tout compact de V admet un
voisinage compact. Si vy, est positivement stable au sens de LYAPUNOV, en
prenant pour U un voisinage compact de vy, , on voit que toute demi
trajectoire positive issue de U' reste dans U et est donc relativement
compact. On en déduit, par le théoréme de prolongement, que toute trajec-
toire positivement stable au sens de LYAPUNOV admet un voisinage U' tel
que toute solution maximale issue d'un point de U' est définie jusqu'a
4o g de plus, pour tout peU' , comme Y+(p) est relativement compact,
w+(p) #0 . Si de plus vy, est asymptotiquement stable, alors 1'ensemble
des p tels que w+(p) =vo est un ouvert appelé bassin d'attraction de
Yo

8.3. FONCTIONS ET THEOREME DE_LYAPUNOV

8.3.1. L'étude qui suit est de nature locale. Nous supposons donc doréna-
vant que V =R" » dont nous notons les éléments comme & 1'accoutumée
X0sYos X =(X15...5X1), €tc ... Pour retrouver la théorie du cas d'une
.variété quelconque, il suffit d'interpréter x comme une carte locale,

et xo comme Xx(po) .

8.3.2. Définition

Soit Xo un point stationnaire du champ X . Une fonction déri-

vable L : V,xo » R* , définie au voisinage de xo, , est appelée
une fomction de LYAPUNOV pour X au point X, , si elle satis-

fait aux conditions suivantes :

(1) L(x0) = 0

(ii) L(x) > 0 pour x # Xo

(ii1) Grad L . X est de signe constant

ol Grad L = (3L/3x;, ...,aL/axn) .

Si, de plus, Grad L(x) . X(x) # 0 pour X # Xo , on dit que L

est une fonction de LYAPUNOV stricte.
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8.8.3. Interprétation géométrique : Les conditions (i) et (ii) expri-
ment qu'une fonction de LYAPUNOV pour X au point x, présente un mini-
mum au point X, . Si ce minimum n'est pas dégénéré (det Hess f(xo) # 0 ),les

courbes de niveau {L(x)=Cste} de L seprésententdonc,au voisinagede X, ,
commedés“rondsconcentriques“entourant]epoint Xo (voir figure ci-dessous) et
le vecteur Grad L(x) est un vecteur normal au point x & ces “ronds"
pointé vers les L croissants, donc sortant. Le nombre Grad L(x) . X(x)
est nul, positif ou négatif selon que  X(x) est orthogonal & Grad L(x),
situé du méme coté ou du cdté opposé de 1'espace orthogonal & Grad L(x) .
Or cet espace est précisément 1'espace tangent a la courbe de niveau

L = Cste , passant par x . La fonction L satisfaisant a (iii), on
voit que le champ est donc soit toujours rentrant dans les courbes de ni-
niveau (cas Grad L . X < 0), soit toujours sortant (cas Grad L . X > 0) .
Le théoréme suivant est dés lors intuitif :
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8.3.4. Théoréme (LYAPUNOV)
Si X admet une fonction de LYAPUNOV L au point stationnaire

Xo » et si Grad L(x) . X(x) <o pour tout x , alors x, est
positivement stable au sens de LYAPUNOV . Si de plus L est une
fonction de LYAPUNOV stricte, cette stabilité est asymptotique.

Preuve : Notons tout d'abord que si t » x(t) est une trajectoire de X
dont 1'image est contenue dans le domaine de L , alors, par la régle de
dérivation des fonctions composées , d(Lox) / dt = (Grad L.X)(x(t)) <o,
d'ol i1 ressort que L est décroissante sur les trajectoires.

Soit a présent U un voisinage quelconque de x, et € >o0
tel que la boule fermée B(xo,e) soit contenue dans U . Soit u le mini-
mum de L sur la sphére S(x¢.,c) . Comme cette derniére est compacte, il
existe x; € S(Xp,e) tel que u = L(x1) > 0 , puisque X1 # Xo.

L au moins égale a u

L strictement inférieure a u
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Comme L est continue et que L(xp) =0 , il existe un n> o .
n<e, tel que L(x) <u pour tout x appartenant & la boule ouverte
B(Xxosn) , qu'il suffit de choisir pour voisinagé U' . En effet, pour
toute trajectoire x de X issue pour t =0 de U' , d'aprés la re-
marque liminaire, on a pour tout t >0, L(x(t)) < L(x(0)) <u , ce qui
montre que la demi trajectoire positive de x(0) ne peut rencontrer la
sphére S(xg,e) (sur laquelle L est au moins &gale 3 w ) et reste donc
contenue dans B(xo,e) , donc dans U . Le point stationnaire x, est
donc positivement stable.

Montrons enfin que si L est une fonction de LYAPUNOV stricte,
alors x, est asymptotiquement stable. Nous avons vu que L est décrois-
sante sur les trajectoires ; comme L est positive, la limite, quand t
tend vers +e~ de L(x(t)) existe donc ; soit 1 cette limite. On a donc
w+(x(o)) c L (1) . Comme w+(x(o)) est invariant (5.3.2.) et non vide
(8.1.3.), soit & une trajectoire quelconque contenue dans w+(x(o)) .
Pour tout t , on a L(&(t)) =1 = constante . D'ou
(Grad L . X)(&(t)) = d(L°&)/dt =0 . Comme L est une fonction de
LYAPUNOV stricte, ceci implique que &(t) = X, et donc w+(x) = X, » pour
tout xe U' . CQFD.

8.E. EXERCICES

8.E.1. Etudier la stabilité au sens de LAGRANGES des trajectoires des
systémes dynamiques associés aux exemples 8.2.3. & 8.2.6.

8.E.2. Il est possible de montrer que sz w+(p) est compact, alors i1
est connexe (). Verifier ce théoréme sur les exemples 8.2.3. & 8.2.6. Que
peut-on dire de w*(p) dans 1'exemple suivant ?

(*) voir par exemple NEMYTSKII (V.V.) et STEPANOV (V.V.) "Qualitative theo-
ry of differential equations", Princeton University Press (1960) p.342.
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8.E.3. On dit qu'une fonction I:V~R est une intégrale premiére d'un
champ de vecteur X sur Vsipour toute courbe intégrale y de X , la fonc-
tion I oy est constante.

(1) Montrer que 1'ensemble des intégrales premiéres de X forme un
espace vectoriel.

(i) Montrer que toute intégrale premiére satisfaisant aux conditions
(i) et (i1) des fonctions de LYAPUNOV et une fonction de LYAPUNOV.

(iii) Un point stationnaire x, de X admettant une intégrale premié-
re de X pour fonction de LYAPUNOV peut-il &tre asymptotiquement stable ?

8.E.4. Soit s : R= R une fonction continue, telle qu'on ait

x-s(x) > o pour x voisin de zéro, x< o . Etudier la stabilité au sens
de LYAPUNOV du point stationnaire (0,0) du champ de vecteur associé, dans
le plan de phase (y = X) , aux équations suivantes :

(1) X +s(x) =0
(2) X+ x+s(x)=0
(3) X + (x2-a)x + x = 0

(4) X+ (x2-1)x +x -a=0.
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Indications : pour (1) et (2) poSer L(x,y) = S(x) + y2/2 , avec

S(x) = Ig s(t)dt ; L est 1'énergie mécanique totale de 1'oscillateur (1).

pour (35 poser L(x,y) = x2 +y2
pour (4), avec a # + 1 , adapter 1'indication pour (3) ; pour a = 1 , po-
ser L(x,y) = (x-1)2 + y-log /I+2y . ‘

8.E.5.% Stabilité au sens de Poisson : On dit que 1'orbite +y(p) d'un
point p est positivément stable au sens de Poisson si v(p) c;w+(p)
Pour Tes exémp1és du 5.1.3. et du 8.2.3.au 8.2.7., indiquer quels sont
les points dont 1'orbite est positivemént stable au sens de Poisson.
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TROISIEME PARTIE

LINEARISATION

C'est une idée assez communément admise que les équations diffé-
rentielles lindaires sont mieux connues et comprises que les non linéai-
res, et qu'il existerait une "théorie générale des équations linéaires",
alors qu'on s'accorde plus volontiers & reconnaitre que le probléme reste
largement ouvert pour les équations non-linéaires. A 1'origine de cette
méprise se trouve certainement en bonne part le grand nombre de méthodes
de résolution dans le cas autonome, dont nous avons rencontré certaines
dans la premiére partie. Par ailleurs, il est indéniable qu'un certain
nombre de problémes locaux des équations non linéaires peuvent &tre "ré-
duits" & un probléme relatif & un systéme linéaire, puis &tre résolus ;
ceci a également du acréditer 1'idée mentionnée plus haut.

Plutét qu'a une hypothétique théorie des équations linéaires,
cette troisiéme et derniére partie est consacrée & des résultats de na-
ture locale s'obtenant par linéarisation.’ '

I1 ne faudrait bien slr pas conclure de ce qui précéde que les
équations linéaires n'ont aucunes propriétés particuliéres ! Nous allons
commencer par décrire les plus importantes de ces propriétés, étude qui
se poursuivra au chapitre 12.
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9. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

9.1. DOMAINE DE DEFINITION DES SOLUTIONS

9.1.1. On appelle équation différentielle lindaire (réelle) sur R"

une équation du type suivant :

(1) X = A(t) . x

o t» A(t) est une fonction définie sur un intervalle ouvert J = ]a sbl,
a valeur dans 1'espace oﬂb(n n) des matrices carrées réelles d'ordre n .
Si |x| designe 1a norme euclidienne de x & R" » on munit of (n,n) d°
une norme, notée | | , telle que pour tout x e R" .

[A.x] < JAl . |x| . De fagon générale, nous supposerons que la fonction

t = A(t) est continue sur>J , ce qui entraine que Ta fonction

(t,x) » f(t,x) = A(t).x de J xR" dans R" est continue, et localement
lipschitzienne en x ; (utiliser que J est localement compact : on po-
sant k = Sup [A(t)] pour te K compact de J , f est k- lipschitzien-
neen x sur Kx R") Les équations différentielles linéaires bénéficient
donc des conclusions des théorémes d'existence et d' unicité des solutions.
Une propriété remarquable des équations linéaires est, qu'en fait, 1'exis-
tence des solutions est globale.

9.1.2. Thé.or'éme fondamental
Pour tout xo€ R" , et tout toe J , il existe une solution
X de (1) définie sur tout J , telle que x(to) = xo .

~ 9.1.8. Remarque : La différence essentielle entre ce théoréme et celui du
cas ana]yt1que (2.1.2.) réside évidemment dans le fait qu' on ne suppose
pas analytique la fonction t » A(t) ; méme si A est analytique en tout
point t e R(cC) , Te rayon- de convergence du développement de A peut
- €tre fini en tout point (du fait des s1ngu1ar1tes complexes de A-).
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9.1.4. Lemme : Soit k tel que "A(t)" < k pour tout t d'un interval-
le K contenant t, et contenu dans J . Alors pour toute solutions de (1)
définie sur K , ona |x(t)| < [x(to)]. ekl t-to]

Prewve du_lemme : On notant que pour la norme euclidienne, ou  |Xx|® = x.X
(produit scalaire), on a les inégalités suivantes :

(x(8)[2)" = 2 x(t) - x'(t) <2 [x()[[x' ()] < 2[[ACE)]l [x(t)|2 < 2k |x(t)]?
Si x(to) = o0 , alors x(t) = o, puisque la fonction nulle est une solution
évidente de (1). Si x(t,) # o , par unicité des solutions s X ne s'annule
pés sur son domaine de définition : soit L(t) = log |x(t)|* . D'aprés les
inégalités ci-dessus, on a, sur Ko, L'(x) <2k , d'oll par le théoréme des
accroissements finis L(t) < L(t,) + 2 k|t-ts| . En exprimant 1'exponentiel-
le des deux membres, on obtient le résultat annonceé. CQFD.

(LTI AN

9.1.5. Preuwve du théoréme : Soit X le champ de vecteur associé a 1'équa-
tion (non autonome) (1) : X(s,x) = (1,A(s)x) . Soit ¢ = (1,&) Te sys-
téme dynamique maximal associé @ X , qui est défini sur un "voisinage en
brosse" du type Ula(p).b(p)L x {p} , pour p=(tx)edxR"

Comme s =1, 0na t(s3tygsXe) =5+ t, , et comme x=A(s)X ,
on voit que t w» X(t) = g(t-tystpsXe) est Ta solution de (1) telle que
X(to) = Xo . I1 convient de montrer que X est définie sur tout J=1a,bl
c'est-a-dire a(tesxo) - to =a et que b(to,Xe) - to =b

Supposons par 1'absurde qu'il n'en soit pas ainsi et, par exem-
ple, que b(t,,X,) - t, < b . Dans ce cas, pour s € [0,b(t;sXo)[ »
t(sstysX,) appartient au compact K = [ty,t, + b(tysXe)l < la,b[, et, d'
aprés le lemme,, g£(s;t,,X,) reste dans la boule compacte centrée en 0
et de rayon |X,| exp(k|b(tysXs) - ty|) » o0 k désigne en majorant de

“A(t)" sur K . La "demi trajectoire positive" ¢([0,b(tys%o)[ 5 tosXo)
est donc relativement compact ce qui entraine par le théoréme de prolon-
gement, que b(t,,X,) =+ o , ce qui contredit 1'hypothése que

b(tysxe) < t, +b . -CQFD.
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9.2. L'ESPACE VECTORIEL DES SOLUTIONS

9.2.1. Du fait que 1'équation différentielle (1) est Tinéaire, on voit
facilement que toute combinaison lingaire de solutions de (1) définies sur
J est encore une solution de (1) . L'ensemble de ces solutions forme donc
un espace vectoriel 8 » sous-espace de 1'espace des fonctions contini-
ment différentiables.

9.2.2. Proposition
L'espace vectoriel 8 des solutions de (1) est de dimension n .

Ceci découle facilement du lemme suivant :

9.2.3. Lemme : Soient x',..., xP dans i . Les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) il existe to € J tel que xl(to),...,xp(to) sont indépendants
dans R" . ,

(i) pour tout ted , x!(t) ,...,xp(t) sont indépendants dans R".
(ii1) x',...,xP sont indépendants dans

Preyve du lemme : (ii) = (i) et (i) = (iii) sont évidents.

(ii1) ==> (ii) découle de ce que si une combinaison linéaire x = 2 }\ix
de solution de (1) s'annule au point (t,) , alors par unicité des1=1
solutions, la solution x est identiquement nulle.

i

Preyve de la proposition : Soient to€ J et P : 8 » R" , définie par
P(x) = x(to) . L'application P est clairement linéaire, surjective d'
aprés le théoréme (8.1.2.) et injective d'aprés le lemme (9.2.3.). CQFD.
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9.3. SOLUTIONS MATRICIELLES ET MATRICE RESOLVANTE

9.3.1.  Si xl.,...,x‘],...,xp sont p solutions de 1'équation (1), la
matrice X = (xg) dont les colonnes sont constituées par les vecteurs
x',...,xP  constitue une fonction dérivable de J dans 1'espace cﬁ?(n,p)
des matrices & n 1lignes et p colonnes. I1 est facile de voir que la
matrice X(t) des dérivées est égale & A(t).X(t) . En effet, le fait que

xJ  est solution de (1) équivaut au fait que pour tout i =1,...n,

o9 n 3
xg = k§1 a? xﬂ » o0 A(t) = (a?(t)) . En d'autres termes, la matrice X
est solution de 1'équation

(1) X = A(t) . X

appelée équation matricielle sur d%(n,p) associée & 1'équation (1).

9.3.2. Notons que si p =1 , on retrouve évidemment 1'équation (1), et
que ce qui précéde est valable pour toute valeur entiére de p , plus pe-
tite, égale ou plus grande que n . Le cas cas p = n est cependant le
plus important, compte tenu du fait que 1'espace S; des solutions de (1)
est de dimension n . En effet, p = n est le nombre maximal d'éléments
d'une famille 1ibre de solutions de (1), et toute solution de (1) est com-
binaison linéaire des éléments d'une telle famille, que 1'on appelle dés
Tors une famille fondamentale de solutions.Une matrice X dont les colon-
nes forment une telle famille fondamentale de solution s'appelle, par ana-
logie, une matrice fondamentale de solutions de (1). D'aprés la propriété
(ii) du lemme ci-dessus (9.2.3.), si X est une matrice fondamentale,
alors pour tout ted , X(t) est in versible. Inversement, si X est
une matrice carrée solution de 1'équation matricielle (I), d'aprés la condi-
tion (i) du méme lemme, pour que X soit une matrice fondamentale, il suf-
fit que X soit irréversible a "1'instant initial" t, . Le cas ol

X(ty) = Id porte le nom de matrice résolvante :
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9.3.3. Définition

On appelle matrice résolvante de (1) relative & 1'instant t, la
solution matricielle t » Z(t,t,) telle que Z(to,to) =1Id .

9.3.4. Le terme de "résolvante" s'explique par le fait que toute solu-
tion x(t) s'obtient en effectuant Z(t,ty) x(to) , et que Z(t,t,) per-
met de résoudre par quadrature les "équations linéaires avec second membre"
(voir exercice 9.E.5. ci-dessous). L'existence de la matrice résolvante
découle immédiatement du théoréme fondam=ntal (9.1.2.). Soulignons cepen-
dant que, sauf pour le cas ol A est constante, ol 1a matrice résolvante
est égale a exp(t-to)A (voir 7.2.6,3. ci-dessus), il n'existe pas de
méthode générale pour déterminer la matrice résolvante, ou, ce qui revient
au méme, déterminer n solutions indépendantes de (1). Notons enfin que

si X(t) est une matrice fondamentale, la fonction matricielle

t > X(t) X(to) est la solution de (I) é&gale a Id pour t=t, , et

de ce fait, est égale @ Z(t,to) .

9.3.5. Proposition
(i) Pour tout t, dans J , Z(te,to) = Id

(i1) Pour tous t ,to et ty dans J , Z(t,to).Z(to,t1)=Z(t,t1)
(ii1) Pour tous to,t; dans J , Z(tost:)™F = Z(t1sto)

Prewve : (i) est vrai par définition, et (iii) découle immédiatement de
(ii). Pour &tablir (ii), i1 suffit d'observer que les deux membres de 1!
identité sont solution de (1), qu'ils sont égaux pour t = t, ‘est conclu-
re par unicité des solutions de (I). CQFD.
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9.4. WRONSKIEN ET FORMULE DE LIOUVILLE

9.4.1; Pour toute matrice résolvante Z(t,to) de (1), appelons Wronskien
(') 1a fonction W : J»R , définie par

W(t) = det Z(t,ty)

9.4.2. Interprétation géométrique .

Rappelons que le déterminant de n vecteurs de R" est égal au
volume (ou & 1'aire, si n =2) algébrique du parallélépipéde (ou parallé-
logramme) construit sur ces n vecteurs. Comme Z(t,ty) est la matrice
dont les colonnes sont les solutions de (1) issues, pour t =t, , des
vecteurs de la base canonique, le Wronskien W(t) est donc égal au volume
du parallélépipéde, image ¢(t,C) , aprés un temps t-t, du cube unité
C (Ta Tinarité de ¢ par rapport & la condition initiale x entraine
que 1'image du cube construit sur '{el,...,en} est égale au parallélépipéde
construit sur "{¢(t,81),..., (te )} ).

9.4.3. Théoréme
Le Wronskien W est solution de 1'équation différentielle

Tinéaire w = Trace A(t).w.

(!) d'aprés le mathématicien H. WRONSKI (1778-1853).
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9.4.4. Lemme : det Z(t+8,t) = 1+8(Trace A(t)+o(8)) +820(8)

Preuwve du lemme : Comme t» Z(t,s) est solution de (I), on a

(Z(t+6,t) - Z(t,t)) / & = A(t) Z(t,t) +a(8) , avec o =0 . On en déduit
que det Z(t+s,t) = det (Id + §(A(t) +a)) : = det (Ci,j)’ avec

Cij = 61j + &bij = 61j + 6(a1j + aij) » ol &5 est le symbole de Kronecker,
A(t) = (aij(t)) etu a = (aij) . Notons §5n le groupe des permutations
{l1,..., n} et 85; ce groupe privé de 1'identité. On a

det Z(t+6,t) = Cll e C + z:: E(CX.) Cla(l) ce e Cna(n)

nn
: 0e5n

Or Cyy ... Cnn =[1+§(a;1t011) 1.+ [1+5(ann+unn)] = 1+6(§(aii+aii))-+620,(6)
= 1+ 8(Trace A+0(8)) + 620(8) 1

par ailleurs, en notant que, si une permutation creéi "déplace" un élément
i (i.e. o(i)'# i ) elle déplace également 1'élément j = o(i) » on voit que
chacun des termes de Ta somme sur o e:Sn comporte au moins deux facteurs Cio(i)
ayant § en facteur (car Gio(i) = 0) et donc

Zs e(0) Cygq1y ++ Cng(n) = 6702(8) CQFD.

Prewve du théoréme : Par définition A

[H(t+s) - W(t)] / & = [det Z(t+5,ty) - det Z(t.to)1 / 6 , d'od

[W(t+s) - W(t)1 / & = [det Z(t+6,t) Z(t.to) - det (t,to)1 /¢

| [det Z(t+6,t) - 11 det Z(t,to) / 6

[Trace A(t) + o(8) + 6 0(8)] . W(t) , d'aprés le lem-
me. En passant & la limite sur &~ 0 , on obtient le résultat annoncé. CQFD.

1]

9.4.5. Corollaire (Formule de LIOUVILLE)
t
[ Trace A(s) ds

W(t) = e ®o
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Prewve : Par définition W(to) = det Z(to,to) = 1 ; le membre de droite de
1'identité n'est autre que la solution de W = Trace A(t) W égalea 1
pour t =1t, . CQFD.

/

9.5. APPLICATION AUX EQUATIONS D'ORDRE n

9.5.1. Soient y;,..., Yo 1 fonctions définies et (n-1) fois dériva-
bles sur un intervalle J de R . On appelle déterminant wronskien de ces
n fonctions la fonction Nron(yl,.,.,yn) :Jd» R, ol

Yy . . y
yi . . y

S -3

Wron(yi,....y )(t) = det ) . . .
| Ay
\ )

9.5.2. Au 2.2: nous ‘avons vu comment, en posant xj'= y(j'l) s associer
un systéme (1) x = A(t) x a 1'équation linéaire d'ordre n

(2) y( - ao(t) y + ... + agfi y(n-1) :

Si les fdnctions Yiseeosy, sont solutions de (2), wron(yl,...yn) n'est
autre que le déterminant de la solution matricielle X de (1), associée

a ces n solutions de (2). La formule de LIOUVILLE donne alors :

t
9.5.3. Corollaire (Identité d'ABEL (%)) / a,_q(s) ds

wron(yl,...,yn)(t) = wron(yl,...,yn)(to) e bo

Prewve : On voit facilement (exercice 9.E.2.) que
X(t) = Z(t,to) X(to)

(*) ABEL (N.H.), J. fir Math. 2 (1827).
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ol Z(t,to) désigne la matrice résolvante du systéme (1) associé a (2).
On en déduit que

det X(t) = det Z(t,t,) .det X(to)
ou encore, par définition de W et de Wron :

Wron(yis....y )(t) = W(t) . Wron(yzs.-.»y,)(to)
En observant sur 2.2.2. que Trace A(s) = an_l(s) s 1'identité d'ABEL dé-
coule alors ‘immédiatement de 1a formule de LIOUVILLE. CQFD.

9.E. EXERCICES

" 9.E.1. En s'inspirant de la remarque 9.1.3., montrer que si A(t) est
analytique en tout point t €R , alors pour tout x, € R, 1'équation

x = A(t) x admet une solution t » x(t) , telle que x(0) = Xo » et'qui
est analytique en tout point de R . '

9.E.2. Montrer que 1'équation(I)du 9.3. constitue une &quation
X = f(t,X) définie sur J X oﬂb(n,p) , o0 f est continue et localement
lispschitzienne en X .

9.E.3. Montrer que pour toute soltution x de (1), on a
x(t) = Z(tsto) - x (to)
De méme, montrer que pour toute solution X de (I), on a :
CX(t) = Z(tsto) - X(to) - ‘

9.E.4.  Montrer que Z est une solution (€& Gi(n)) de (I), si et seu-
lement si 771 est solution de ¥ = - PA(t) Y [1'equation (1¥):
y=- tA(t)y s'appelle 1'équation adjointe de 1'équation x = A(t) x1.
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9.E.5. On appe]]e équation Tinéaire avec second membre toute équation
du type (2) y = A(t)y +b(t) , oi A(t)echr(n,n) et b(t)e R , les
fonct1ons A et b étant supposées définies et continues sur un inter-
valle ouvert J ; T'équation (1) : x = A(t) x s'appelle 1'équation ho-
moge‘ﬁe associée 3 (2).

(1) Montrer que f(t,y) = A(t)y + b(t) est continue et localement
lipschitzienne en x -
(i1) Montrer que si Z(t,t,) désigne la matrice résolvante de (1),

alors pour toute solution y de (2), on a i

y(t) = Z(t,to).y(to) + Z(t,ts) . f Z(to,s) b(s) ds . [On peut re-
trouver ce résultat par la "méthode de variation des constantes" en recher-
chant une solution y sous la forme y(t) = Z(t,t,) . C(t) et en déter-
minant la fonction C.] .

9.E.8. Montrer que Te déterminant wronskien d'une famille quelconque
de n solutions de (1) est solution de 1'équation w = Trace A(t) w .

9.E.7. Existe-t-i1 une équation différentielle linéaire du second ordre
définie sur tout R dont les fonctions y'(t) = t2 + 1 et y2(t) =e®
soient toutes les deux solutions ? [Indication : former le déterminant
wronskien de y; et y,l.

‘9.E. 8. On suppose que toutes Tles solutions de y" = a(t) y' + b(t) y
tendent vers zéro quand t tend vers + ~ . Montrer que dans ce cas,
la fonction a , que 1'on suppose continue, n'est pas intégrable sur
[0, + o[ .. [IndZcation : appliquer 1'identité d'ABEL].



9.E.9. - 106 -

9.E.9. Réduction de 1'ordre d'une équation lindaire du second ordre. Si Yo
est une solution particuliére d'une équation différentielle 1inéaire du se-
cond ordre (2) y = ap(t) y + a;(t) y , 1'identité d'ABEL appliquée au dé-
terminant wronskien A(t) =y Yo - y Yo permet de substituer a (2) 1'équa-
tion 11‘n%a1’re i second membre y Yo =y Yo - C a(t) , ol
a(t) = tf Trace A(s)y ds et CeR.

0

Application : Trouver la solution générale des équations du second ordre
suivante :

9.£.10.1. t2(1+#t) y = 2y (yo = 1 + 1/t)

9.E.10.2. tys= (1+2t) y - (1+t) y (Yo = et)

9.E.10.3. (2t2-1) y =2y + 4y (Yo = un polyndme de degré 2 & déter-
miner).

9.E.10. Rappelons qu'on appelle équation de RICCATI toute équation

du type suivant : _

(3) - U= ax(t) u* +ai(t) u+ a(t)

ol les a, désignent des fonctions définies sur un intervalle J , a va-
leur dans R, qu'on supposeradérivables. Montrer que u=-y /as(t)y est
solution d'une équation linéaire du second ordre. y défini pard

9.E.11. Equation de RICCATI associée d une équation lindaire du second
ordre. Du fait que 1'équation (2) : y" = a(t)y + b(t)y' est linéaire,
si yo est solution de (2), i1 en est de méme de toutes les fonctions
AYo » pour A e R . Pour éviter cette "redondance", on peut introduire
la nouvelle inconnue u =y'/y , qui identifie en une seule solution
u =y¢ / yo tous les &léments de la "droite épointée" {Ay,IA € R¥} .

(i) Montrer que la nouvelle inconnue u =y'/y est solution de 1'équa-
tion de RICCATI (3) u' = a(t) + b(t) u - u?
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(i1) Réciproquement, montrer que si u est solution de (3), alors

y = 2% (%) st solution de (2) pour tout A eR et U(t) = ft u(s)ds .
[notons que faute de connaitre une solution particuliére de °° 1'une
ou 1'autre des deux équations (2) ou (3), ce qui précéde ne permet géné-

ralement pas pour déterminer, par quadrature, la solution générale de ces
équations].
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10. POINTS STATIONNAIRES

10.1. CLASSIFICATION LES SYSTEMES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

10.1. 1. La classification d'une catégorie d'objets consiste d'une part

[«3]]

préciser & quelle condition deux objets sont "isomorphes", et d'autre part,

Qur

regrouper les objets par classes d'isomorphisme, c'est-a-dire, en pratique,

[3])

rechercher ce que 1'on appelle un invariant caractéristique, c'est-a-dire
une maniére si possible simple de reconnaitre si deux objets sont isomorphes
ou non. Dans le cas des champs de vecteurs, les diverses notions d'isomor-
phismes sont celles de conjugaison (topolcgiques, différentiable, linéaire),
qui consistent a déclarer jsomorphes deux champs qui se correspondent par

un changement d'inconnue (voir 3.3.1.).

10.1.2. Définition

On dit que deux champs de vecteurs X et Y sur une variété

V sont (topologiquement) conjuguées si et seulement si il exis-
te un homéomorphismé h de V tel qué, pour tous systémes
dynamiques locaux ¢ et ¥ associés a X et Y -respective-
ment, on a ¥(t,h(x)) = hoo(t,x) . Si h estun difféomor-
phisme (resp.si h est linéaire), on dit que X et Y sont
différentiablement conjuguées (resp.linéairement conjuguées).

On vérifie facilement que ces trois conjugaisons, topologique,
différentiable et linéaire, constituent des relations d'équivalence sur
les champs de vecteurs de V , qué deux champs 1inéairement conjugués
sont différentiablement conjugués, et enfin que deux champs différentia-
blement conjugués sont topologiquement conjugués. La classification 1iné-
aire des champs lingaires (systémes a coefficients constants) se raméne a
celle de la classification des matrices :
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10.1. 3. Proposition

Deux champs linéaires x = Ax et y = By sur R" , sont
Tinéairement conjugués si et seulement si les matrices A et
B sont conjuguées.

Preuwve : Soient ¢(t,x) = exp tA . x et Y(t,y) =exp tB .y , les
systeémes dynamiques (globaux) associés a (1) : x = Ax , et (2): §==By
respectivement. Si les matrices A et B sont conjuguées, il existe une
matrice inversible S telle que SA =BS . On a ,
S"lw(t,Sx) = S'l.exp tB . Sx = exp ts'lBS‘. X =exp tA . x =¢(t,x) , ce
qui montre que 1'application linéaire h de matrice S réalise une conju-
gaison entre (1) et (2). Réciproquement, si (1) et (2) sont linéairement
conjugués, soit S 1la matrice de 1a conjugaison. On a

exp tB . Sx = Sexp tA . x , d'ol en dérivant par rapport a t ,

B .exptB.Sx=SAexptA. x, qui donne, pour t =0 , BSx = SAx ,
pour tout x € R" , d'ou BS = SA. CQFD.

10.1.4. Proposition

Deux champs linéaires x = Ax et & = By sur R" sont diffée-
rentiablement conjugués si et seulement si ils sont linéaire-
ment conjugués.

Prewve : Soit h un difféomorphisme de R" établissant 1a conjugaison
entre (1) : x = Ax et (2) 1y = By . Comme x = o0 est une solution,
constante de (1), y = h(o) est une solution constante de (2) d'ol

B. h(o) =0 . Soit 1T 1la translation y » T(y) =y - h(o) de R", et
k =t°h . Remarquons que k envoit une solution de (1) sur une solution
de (2) : si x est une solution de (1), on a en effet :

dkoX _dhox _dh(0) o p il s h ey o - B.ko
I = 4t Gt~ = B.hox = 0 = B.hox - B.h(0) = B.kex
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On en déduit que pour tout (t,x)é€ R" ,
k(exp tA . x) = exp tB . k(x) . Posons K = Dk(o) et différentions cette
derniére identité par rapport @ x , en x = o0 . On obtient
K. exp tA = ekp tB . K , ce qui montre que K &tablit une conjugaison
linéaire entre (1) et (2). CQFD.

10.1.5. On dira qu'un champ de vecteur linéaire est générique si toutes
les valeurs propres de la matrice qui le définit sont distinctes et de par-
ties réelles non nulles.

Remarquons que si x = Ax est générique, il en est encore ain-
si de tout champ linéaire y = By pour lequel les coefficients de B sont
suffisamment voisins de ceux de A , et que si x = Ax n'est pas générique,
i1 existe, arbitrairement prés de A, une matrice B telle que & = By
soit générique.

10.1.6. Théoréme
Deux champs linéaires génériques x = Ax et & = By sont to-
pologiquement conjugués si et seulement si ils ont le méme
nombre de valeurs propres'de partie réelle positive.

La preuve de ce théoréme, qui interviendra en fin de ce para-
graphe (10.1.),s'appuie sur les deux lemmes suivants.

10.1.7. Lemme 1 : Si Xy est un vecteur propre associé & la valeur pro-
pre A de A, alors t w 't x, est solution de x = Ax

.od ot _ At _oat _ At ,
Prewve : g (€7 xy) =e - AXy = @ Axy = A e xy CQFD.
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Lemme 2 : Si A est la matrice définissant un champ de vecteur linéaire
générique, R" se décompose en somme directe de sous espaces de dimension
un et deux invariants par A , engendrés respectivement par les vecteurs
propres réels, et les parties réelles et imaginaires des vecteurs propres
associés aux valeurs propres complexes.

Prewve : Du fait que A est réelle résulte que, si u est une valeur pro-
pre non réelle de A , de vecteur propre £ , il en est de méme de u et
£ . Les valeurs propres de A , distinctes par hypothése, se décomposent
donc en p valeurs propres réelles xi,,..,xp, et 2q valeurs propres
UI’ﬁl"'f’uq’Eé non réflles, avec n = pn+ 2q . Soit
xl,...,xp,gl,gl,...,iq,zq une base de € de vecteurs propres correspon-
dants ou les X; sont réels. Soient o (E + g )/2 et

85 = (Ej - Ej)/Zi On voit 1mmed1atement que

B = {xl,...,xp,ol,Sl, +30g5584 ,6.} est également generatr1ce de Cn , et
comme p + 2q = » B est donc une base de €" . or oJ Re E et

dj = Im Ej 5 B est donc composé de vecteurs réels, qui-sont 1ndependants
sur € , donc a fortiori dindépendants sur R : B est donc une -base de
R" . soit “j =Re u, et w., =1Im “j . On voit facilement que

J J

A, = 0o, 0. -w, 0, e As, = 0. + . d
63 % oJ wJ j t que ,6 oy ity GJ le sous espace de

R" engendré par 05 et aj est donc invariant par A . CQFD.

Prewve du théoréme : Soit z, Te sous espace de R" engendré par les
xi,cj,éj correspondant a des valeurs propres de A de partie réelle
positive, et définissons de maniére analogue :_. On a R" = Z, (:) I_>
et la dimension de I, est précisément égale au nombre de valeurs propres
de A de partie réelle positive, c¢'est-a-dire 1'invariant envisagé par le

théoréme. En appliquant le Temme 1 et le fait que les parties réelles et ima-

ginaires d'une solution complexe sont des solutions réelles, on voit d'une
part que I, et I_ sont invariants pour le systéme dynamique associé
& (1) : x = Ax . On note d'autre part que toute solution dans Z, tend
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vers 1'infini lorsque t tend vers + = et vers 0 lorsque t tend
vers - » , et que dans I_ la situation est inversée. Comme

R = I, (:) I, par linéarité de (1) , toute solution de (1) se dé-
compose de maniére unique en somme de deux solutions contenues respecti-
vement dans I, et I_ . On en déduit que toute solution issue d'un

+
point n'appartenant ni a Z, ni & I_ tendvers 1'infini aussi lors-
que t tend vers + o que lorsqu'il tend vers - = . Supposons a

présent que (1) : x = Ax et (2) : & = By soient topologiquement con-
jugués par h , et notons Z+(A) ,» Z_(A) , Z+(B) > I_(B) Tes sous
espaces correspondants. Comme O est 1'unique point stationnaire de (1)
et de (2), nécessairement h(0) = 0 . A présent, du fait qu'une solution
de (1) tend vers 0 ou 1'infini lorsque t tend vers o si et seule-
ment si la solution de (2) image pér h admet le méme comportement, on
voit que h(z (A)) =z (B) et donc dim z,(A) =dimz (B) ('). CQFD.

>

Ly

En vertu du lTemme 2, i1 suffit d'établir la réciproque dans
les seuls cas o n=1, ou n=2 et ol les matrices A et B ont
deux valeurs propres complexes conjuguées. En fait, nous allons montrer

H Ceciconstitue1ethébrémede]'invariancédudomaine,quiassurequesiun
ouvert U de R_p est homéomorphe a un ouvert Vde R4 , alors nécessaire-
ment p=q ; voir par exemple GODBILLON(C.):"E]émentsdetmpo]ogiea]gé-

brique”, ou ALEXENDROV (P.): "Introductiona 1a théorie homologique de Ta
dimension".



- 113 -
10.1.7.

la réciproque pour le cas o A est le "modéle" de la situation envisagée,
c'est-a-dire, pour A=+l si n=1 et

| 0
A=\o =
si NM=2 : le cas général découle alors du fait que la conjugaison est
une relation d'équivalence. Quitte & poser T = -t ., on peut supposer que
les valeurs propres sont de partie réelle positive.

Cas n =1 : On veut montrer quer y =by , avec b> 0 , est conjuguée
& x =x . Il suffit dans ce cas de poser y = h(x) = x[b] » Ol

l xb si x>0
x[b] = 0 si x =0
-lxlb si <0.

On vérifie facilement que h est un homéomorphisme de R , différentiable

en dehors de 0 , et que h'(x) = leb'1 . De plus, si & = by , on a,
pour x #0 , b]xlb'1 X=y=by-= bx[P1 dron % = x[b]/lxlb'l' = X .

' CQFD.

Cas _n =2 : Quitte a pratiquer une premiére conjugaison linéaire, on peut
supposer que B est de la forme

(2 2)

avec a = Reu > 0 , ou encore, en posant y = [R,0] (coordonnées polaires)
{F.{=ocR

0= w

[oe]
]

A présent, en notant x = [r,6] , i1 suffit de définir y = h(x) par

hi([r,81)=r *
ha([r,61)=8 + w log r

R
]
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pour r>o0 (i.e. x #0) ,et h(o) =0 . On vérifie facilement que
h ainsi défini est un homéomorphisme, différentiable en dehors de 0 .
De plus, si & =By , ona, pour r#£o0 ,

valrla-l P=R=oR=arl™ | doa v
B+rw=B+wr/r=0=0w ,don B

r , et par ailleurs
0 . On en déduit, en revenant

dux coordonnées cartésiennes pour Xx , que X =X . CQFD.

[r,0] [R,0]

10. 2. NOEUDS, COLS, FOYERS ET CENTRES

10.2.1. Henri POINCARE a introduit une classification des champs de
vecteurs linéaires du plan, plus fine que la classification topologique,
et qui regroupe en un nombre fini de classes les champs selon 1‘'aspect
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géométrique de la famille des courbes intégrales ; cette classification
est moins fine que la classification différentiable ou linéaire (qui com-
porte, comme nous 1'avons vu, une infinité de classes). C'est une classi-
fication géométrique, en ce sens qu'elle ne s'attache qu'aux aspects re-
tenus lors de 1'étude des courbes paramétriques (point limite, tangente,
direction asymptotique) au détriment d'aspect tel que le type de crois-
sance.

10.2.2. Cette classification s'applique aux systémes x = Ax ol A
est non dégénérée, c'est-a-dire que 0 n'est pas valeur propre,/ Deux si-
tuations sont & envisager : d'une part, celle ol les valeurs propres de A
sont réelles (on les notera X et p ) , d'autre part celle ou les va-
leurs propres sont complexes conjuguées (on les notera oatiw , avec o et
w réels). Dans chacun de ces cas, R? admet une base dans laquelle 1'
application linéaire associée & A a pour matrice

] (A 0> ) (A 1> <a w
ou bien 0 u » Ou bien 0 » Ou bien -0 (1>

En notant X et Y les coordonnées dans cette base, il est aisé de ré-
soudre le systéme en X et Y :

(>e>‘t Xo N eut Yo)
At
e (Xo + t Yo, YP) .

dans le premier cas on a (X,Y)

dans le deuxiéme cas on a (X,Y)

&n A
~ » .
.

I1 egg e% lors fq§11ekg etud1er 1e comportement des solutions. On trou-
vergAc1 dessous selon les valeurs respect1ves de A, u, et o Te com-

dans le troisiémecas on a (X,Y)

portement des solutions ainsi que le nom donné par POINCARE a ces divers
as. On a tracé en gros la direction correspondant aux vecteurs propres

=

associés & A et un pointillé celle des vecteurs propres associés a u .

- &g y A ey Af’{;“
Tkl 1./ ?wcum,, rle /’3 whon Ao vl o A S

(;’
gu Kijw - 2 /4 RN Gre A e clonpd Yo /.{A /46«/"“ /i“"-*/t

/¢~ H Poas e .
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10.2.3. Valeurs propres réelles
0<A<y \<\ Noeud instable
0<A=u \X/é' Noeud dégénéré instable
A diagonalisable \§~ 9
0 < )\ = u \Qy\ .
A non diagonalisable . Noeud instable
\
A<O0<wy >§¢< Col
N
A=n<0 NZ’ Noeud dégénéré stable
A diagonisable 7/% g
N,
A = U < 0 \%
A non diagonisable \Z\ Noeud stable
‘\%
BW<A<O \Z\ Noeud stable
Valeurs propres complexes conjuguées (atiw , w # 0 ).
a>0 @ ou @ Foyer instable
a=0 Centre
a<0 @ Foyer stable

@ -
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10.2.4. Remarque : On notera que POINCARE affecte 1'épitéte stable aux si-
tuations correspondant aux cas ol le point stationnaire est positivement
asymptotiquement stable (au sens de LYAPUNOV) et 1'épitéte instable dans
le cas ol le point stationnéireest:négativement asymptotiquement stable.

10.3. CAS DES CHAMPS DE VECTEURS DIFFERENTIABLES

10.3.1.  Soit x un point stationnaire d'un champ de vecteur G X
sur R" . Soit A = Jac X(xo) 1la matrice (jacobienne) de la différentiel-
le de X au point xo . On appelle Iindarisé de X au point stationnai-
re xo le champ linéaire

i = A X

Comme X(xo) = 0 , le champ X et son linéarisé sont €gaux en
premiére approximation au voisinage de X, . Ceci rend plausible le théo-
réme suivant, que nous admettrons :

10.3.2. Théoréme (')
Si le Tinéarisé de X au point stationnaire x, est générique,
i1 existe des voisinages U de x, et U' de 0 dans R"
tels que les restrictions de X et de son linéarisé a U et
U' respectivement sont différentiablement conjugués.

(*) voir par exemple : GODBILLON (C.) "Systémes dynamiques sur les surfa-
ces".
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10.E, EXERCICES

10.E.1. En calculant le 1inéarisé au voisinage de chaque point stationnai-
re, déterminer la nature des points stationnaires des champs suivants :

s

10.E.2. On considére le champ de vecteurs suivant sur R2

{ X
y
i)  Etudier la nature des points stationnaires.

ii) Que peut-on dire de la droite d'équation x=2 ?

Tog(2-y?)
ex-ey

x2 -y X
log(1-x+x%) - log 3 y

4x - 8
x2 - 4y?

ii1) Tracer avec un maximum de soin un schéma du portrait de phase de ce
champ.

1
10.E.3. On considére 1'équation différentielle suivante (") :
(1) X+x2+x=0

Soit X Tle champ associé a (1) dans le plan de phase :
X =Yy
X .
y = -x=y?

() voir F. DIENER : "Les canards de 1'équation X+ (x-a)> +x=0",
I.R.M.A., Strasbourg (1980).
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1) Déterminer le l1inéarisé Y _dé X au voisinage du point station-
naire (0,0) . A quel type de classification de Poincaré des champs 1iné-
aires du plan appartient le champ Y ?

if) Trouver une solution polyndmiale non nulle xp(t) de (1) :
Xo(‘t) = antn + ... + ap .

iii) En dehors de 1'axe y=0 Tles trajectoires de X sont des graphes
de fonctions y=y(x) : calculer dy/dx . En remarquant que

2y dy/dx = d(y?)/dx , montrer que y*(x) est solution d'une équation dif-
férentielle 1inéaire, qu'on résoudra.

iv) Déduire de la question précédente une intégrale premiére de X ,
c'est-a-dire une fonction L(x,y) qui est constante sur les trajectoires.
En déduire la nature de la stabilité au sens de Liapunov de 1a solution
stationnaire de X (positive, négative,'asymptotique).

v) Déterminer 1a trajectoire de X associée a la solution x, de
(1) trouvée au (ii). Faire un schéma des trajectoires de X .

vi) Soit (E,) 1'équation X + (x-a)2 + x = 0 et X, le champ asso-
cié dans le plan de phase.

Déterminer le point stationnaire de "Xa et son linéarisé Ya au voisina-
ge de ce point.

vii) Pour a dans R , déterminer la nature locale du point station-
naire de Xy - Faire un schéma dans chaque cas.
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11. L'EQUATION AUX VARIATIONS

11.0. Au chapitre précédent nous avons vu ce que peut nous apprendre,
au voisinage d'un point stationnaire X, d'un champ de vecteurs, 1'appro-
ximation lindaire de ce champ. Dans le cas d'une solution quelconque d'une
équation (non autonome) x = f(t,x) , i1 est également possible de "linéa-
riser 1'étude". Ici, c'est 1'équation aux variations associée a la solution
particuliére, qui est linéaire, qui nous permettra d'obtenir des informa-
tions sur la différentielle de 1a solution générale de 1'équation. Elle
nous permettra d'établir le théoréme de différentiabilité énoncé au 6.4.

11.1. Considérons 1'équation différentielle
(1) x = f(t,x)

oi f est une fonction de classe B~ , définie sur un ouvert U de

R x R" . L'équation (1) satisfait donc au théoréme d'existence et d'uni-
cité des solutions. Pour tout (ty,X,) dans 1'ouvert de définition de f
i1 existe donc une solution générale locale ¢ de (1), continue, telle
que ¢(tysx) = x . Du fait que ¢ est une "solution générale" (locale),
elle est & en t , puisque d¢/dt=f(t,$) (raisonner par récurence).
Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a la différentiabilité de ¢
par rapport & x : nous noterons ¢; la différentielle (partielle) de
¢ par rapport & x , et Jac ¢ 1la matrice de ¢; 3 donc

¢;(t,x)[v] = Jac ¢(t,x).v = (¢;1,...,¢; ) . Vv 3 nous adoptons des
notations semblables pour f . " (t,x)

11.2. Remarque fondamentale

Si ¢ estde classe B2, alors t» Jac ¢(t,x,) est la matrice
résolvante Z(t,t,) de 1'dquation linéaire

(2) X = Jac f(t,e(tsX,)) - X

Cette équation s'appelle 1'équation aux variations de la solution
t» o(t,xe) de (1).
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Prewe ¢ g 4% (6) = -y 6(6X) = g F(E(EK) = J2c F(E:0(620) - 05, (1)

Les colonnes de Jac d(t.xo) sont donc so]utions,de (2). Comme d(tosx)=x ,
¢;(tOsX0) =Id = Z(t09t0) . CQFD-

Nous nous guiderons sur cette remarque pour montrer 1'existence
de ¢; : de méme qu'il existe une solution ¢ a x = f(t,x) , il existe
une solution (¢,¢i) a 1'equation (x,v) = (f(t,x),f. (t x)[vl) . Tel sera
le principe de la preuve du théoréme 11.4.

11.3. Lemme et définition
Si f est de classe @?, toute solution générale locale ¢ de
(1) est de classe B! , et (¢,¢ ) est solution genera]e Tocale
de 1'équation (3) (x,v) = (f(t, x) fX(t x)[vl) , appelée champ
aux variations associé a (1).

Preuve : Considérons 1'équation différentielle (3) : y = F(t,y) , définie
sur Ut,x X R" » 00 y = (x,v) et F(t,y) = F(t,x,v)=(f(t,x),f! w(tsx)Iv1) .
Comme f est de classe @?, ; est de classe B! , et donc F satis-
fait au théoréme d'existence et d'unicité des solutions : pour tout
(tosxosVe) € U X rR" , 1'équation admet une solution générale locale
®(t,x,v) définie au voisinage de  (to,XosVo) » limite uniforme de la sui-
te o def1n1e par récurence par Jo(t,y) =y et

( ) =y + f F(ss¢,_1(s>y) ds (voir 6.2.1. et 6.3.2.).

Posons ¢n(t,x,v) = (¢n(t,x,v), wn(t,x,v) 3 en explicitant F.
et ¢n s on voit que

t
Oa(tsxsV) = 9 (£,X) = x + tf f(s,0,_(s,x) ds (*)
0 'A
et b (txV) = v+ {f’f;(s,¢n_1(s,x)wn_l(t,x,v,n ds ()
On a ¢0(taX) =x , d'ol (¢0);(t,X)[V] =V = wo(t,X,V) 3 p]us
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généralement, en raisonant par récurence,

(¢n);(t,x)[v] = P (tsxsv)

t
puisque (¢n)'(t,x)[V] =(x+ {
X

t
4 s f)'((s,q>n_1(s,x)[:(cpn_l))'((s,x) [v]] ds
0

. f(S,¢n_1(S,X) ds );(t,x) [v] =

t
vV + {0 f;(s,¢n_1(s,x)) [wn_l(s,x,v)] ds = wn(t,x,v) .

A présent, par définition'de F , la premiére composante ¢ de
la solution générale & = (¢,¥) est limite uniforme des fonctions ¢n s qui
sont ®! en x , et dont Tes différentielles (¢X); =Y, convergent
uniformément vers la seconde composante, § , de & . On en déduit que
¢; existe et est égale & ¢ , qui est continue (2.4.1.) : en d'autres
termes ¢ est B! en x et &= (¢,¢;) est solution de (3). Comme

¢ est f%‘ en t , ¢ estbien continliment différentiable. CQFD.

11.4. Théoréme (différentiabilité)
Si f est " en x , toute solution générale locale est &~

en X

Preuve : Nous allons montrer, par récurence sur k , que pour toute équa-
tion difféerentielle y = F(t,y), si F est de classe %3k+1 , alors
toute solution générale locale - & est de classe ink . Le lemme montre
que 1'énoncé est vrai pour k =1 ; supposons qu'il soit vrai pour tout F
de classe Qf;k . Soit x = f(t,x) une équation différentielle quelconque,
avec f de classe f33+1 (k> 1) et soit ¢ wune solution générale loca-
le de cette équation. Alors, d'aprés Te lemme, ¢; existe et (¢,¢;)
est solution du champ aux variations (X,V) = (F(£sx),Fy((t,x)IV1) =

= F(t,x,v) , o0 F est de classe GK . Par hypothése de récurence
(¢,¢;) est de classe Yik-l en x , en particulier ¢, , ce qui montre
que ¢ est ?EF en X . CQFD.
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11.5. Remarque : Pour établir ce théoréme, nous avons en fait montré que si
f est de classe %3k+1 en x , alors ¢ est de classe ﬁ;k en X

Par un raisonnement d'analyse plus fin, i1 est en fait possible de montrer
que si f est de classe f;k en X , il en est de méme de ¢

Equations d paramétres

11.86. On est souvent amené a considérer des équations différentielles,
du type x = f(t,x.m) , ol m est us paramétre. Dans ce cas toute solution
générale locale dépendra de la valeur du paramétre et est donc également
une fonction de m : ¢ = ¢(t,x,m) . Si m appartient a RP (ou un ou-
vert de Rp) . on peut s'interroger sur la régularité de ¢ par rapport

d ce paramétre. On a le résultat suivant.

11.7. Corollaire (différentiabilité par rapport aux paramétres)
Si f est B en (x,m) , toute solution générale locale
¢ = ¢(t,x,m) est & en (x,m) .

Prewve : t+ (¢(t,Xx,m),m) est solution générale locale de 1'équation
B~ (x,m ) = (f(t,x,m), 0) . CQFD.

11.E. EXERCICE

Montrer que si f est ich (en (t,x)) » alors toute solution
générale locale est &~ (en (t,x))
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12, SYSTEMES LINEAIRES PERIODIQUES
(THEORIE DE FLOQUET ET Lyapunov)

La théorie des équations différentielles linéaires périodiques
connue sous le nom de Théorie de FLOQUET-LYAPUNOV a\été développée, a 1'
origine (') (%) pour des équations linéaires a variable complexe . Nous
1'envisageons ici pour une variable réelle (t) . Ceci nous permettra de
~nous familiariser avec un objet géométrique particuliérement important
dans 1'étude des solutions périodiques : 1'application de premier retour
de POINCARE. Dans le contexte linéaire, elle porte encore le nom d'appli-

cation de monodromie et est simple a définir analytiquement.

12.1. MATRICE DE MONODROMIE
Considérons une équation différentielle linéaire

(1) x = A(t) x

oﬁ 1'on suppose que 1'application continue A définie sur R , a valeur
matricielle, est une fonction périodique de période T > 0 . Comme a 1'
acoutumée, on désigne par (I) 1'équation matricielle X = A.X asso-
ciée a (1). '

12.1.1. Remarque fondamentale
Pour toute solution t = x(t) d'une équation différentielle
(2) % = f(t,x) ol f est une fonction périodique, de pério-
de T, 1a fonction t » x(t+T) est également une solution
de (2). ‘

(}) FLOQUET (G.),. Ann.Ec.Norm. (2) 13 (1883), p.47.
(2) LYAPUNOV (A.), Ann.Fac.Sc.Toul. (2), 9 (1907), pp.203-469.
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Cette remarque, qui fait pendant a la "remarque fondamentale"
pour les équations différentielles autonomes (ou champ de vecteurs), se
démontre comme elle, en remarquant qué la dérivée de la fonction tw» t + T
est égalea 1 .'Elle a pour conséquénce, si f satisfait aux hypothéses
du théoréme d'unicité des solutions, que pour qu'une solution t & x(t)
soit périodique, i1 suffit qu'il existe un instant t, tel que
x(to + T) = x(t,) : on remarque que X(t) = x(t+T) est une solution de
(1) égale a x pour t =t

12.1.2.  Revenons & 1'équation linéaire (1). Pour toute mat ice fondamen-
tale X(t) de solutions de (1), définie sur tout R (voir 9.1.2.), on pose
M(t) = X7H(t) . X (t+T) , qui satisfait donc a Ta relation

X(£4T) = X(t) My(t)

et est inversible pour tout t

12.1.3. Proposition — Définition
La matrice Mx(t) est indépendante du temps. Si Y est une
autre matrice fondamentale de (1), alors MY est conjuguée a My -
Pour X = Z(t,to) , la matrice MX s'appelle la matrice de mono-
dromie de (1).

La preuve de cette proposition se fonde sur le lemme trivial sui-
vant :

12.1.4. Lemme : Pour toute matrice fondamentale X de solutions de (1) et
toute matrice (constante) C , la fonction X:C est une solution de- (I).
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12.1.5.

Prewve de la proposition : S0it to un instant fixé et X une matrice
fondamentale quelconque de (1) . La fonction t = X(t) MX(to) est une
solution de (I) en vertu du lemme. D'aprés la remarque fondamentale, la

fonction t = X(t+T) est également une solution de (I) et elle est éga-
le a la précédente pour t =t, , par définition de MX(t) . Par unicité
des solutions de (I) , on en déduit que pour tout t ,

X(t) MX(to) = X(t+T) = X(t) MX(t) . Comme X(t) est inversible, on a
MX(t) = MX(to) pour tout tER .

Soit Y une seconde matrice fondamentale de (1). Posons
S(t) = Y-l(t) X(t) , d'ol X(t) = Y(t) S(t) . En raisonant comme précédem-
ment, on montre que S est indépendante du temps A présent, par défini-
tion de S, MX et MY , on a pour tout t
Y(t) My S = Y(t4T) S = X(t+T) = X(t) MX = Y(t) S My
Comme Y(t) est inversible, on a MY S=S MX , o0 S est inversible,
puisque S =Yl X. CQFD.

12.1.5. Interprétation géométrique

Soit Z(t,to) une matrice résolvante de (1) ; définissons
7 : R o R par m(x) = Z(to+T,to)x . C'est 1'application qui a tout
point X, de R" aésoqie la valeur, a 1'instant t =t + T , della
solution issue de xo pour t=t, . Cette application, qui consiste a
longer les solutions durant un temps T , s'appelle 1'application de
POINCARE associée a (1). Observons que 1' equat1on (1), induit un champ
de vecteur sur S' xR" = (R/T.Z) x R" puisque
f(t+T,x) = A(t+T x) = A(t)x = f(t,x) , (1'application d'enroule-
ment R x R" » S! x R" constituant, localement, les cartes locales de
St x R" ) . Dans t ce cas, les "plans" ¥=% et ¥=1to +2r sont
confondues, ce qui conduit & encore appeler m 1‘application de premier

retour. Notons M pour MZ(totT,to)
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Par définition de 1a matrice de monodromie, on a :
m(X) = Z(to + T, to) X = Z(tosto) M x = M x
d'ol i1 ressort que 1'application de POINCARE est, dans ce cas, linéaire,

et que sa matrice n'est autre que Ta matrice de monodromie associée i la
matrice résolvante Z(t,t,) .
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12.1.7. Théoréme (LYAPUNOV)

I1 existe un changement d'inconnue (t,x) = (t,5(t)y) » T-pério-
dique par rapport & t , linéaire par‘rapport a3 y , tel que 1'
équation différentielle associée & (1) par ce changement d'in-

connue soit 1'@quation linéaire a coefficients constants
y=By , ol exp (TB) = Z(T,0) .

Prewve : Soit M = Z(T,0) la matrice de monodromie assoc1ee a la résol-
vante Z(t) = Z(t,0) . On a det M = det Z(T,0) = e 4T Trace A(t)dr o
est donc strictement positif. I1 existe donc une matrice B telle que
= exp(TB) . I1 suffit alors de poser S(t) = Z(t) exp(=tB) . '
En effet, on a

X = d(S(t)y) / dt = S$(t)y +S(t)y
= (A(t)Z(t) exp(-tB) - Z(t)B exp(-tB)) y + Z(t) exp(-tB) y
et X = A(t) Z(t) exp(-tB) y d'aprés (1) , d'oll

= exp(tB) Z~ (t) Z(t) B exp( tB)y=exp(tB)Bexp(-tB)y=Bexp(tB)exp(-tB)y=By
CQFD.

Remarque : Le théoréme de LYAPUNOV montre en:particulier que le probléme

de 1a classification des systémes linéaires a coefficients périodiques se
raméne 3 celle des systémes linéaires autonomes &tudiés au chapitre 10.

12.2. VALEURS CARACTERISTIQUES

" 72.2.1. Nous avons montré (12.1.3.) que les matrices de monodromies asso-
ciées 3 deux matrices fondamentales de solutions de (1) sont nécessaire-
ment conjuguées.'On en déduit que 1'ensemble des valeurs propres de la
matrice de monodromie My est indépendant du choix de la matrice fonda-
mentale X . Ces valeurs propres s appe]lent les valeurs caractérzsttques
de 1'équat1on (1).
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12.2.2. Proposition
Soient Al,..,,kn les valeurs caractéristiques de (1) et

i
P =2 ... A  leur produit. Alors P = e k' Trace A(t)dr

Preuve : Choisissons Z(t,0) comme matrice fondamentale de solutions de (1)
et soit M =.Z(T,0) 1la matrice de monodromie correspondante. Alors

P = det M = det Z(T,0) . La proposition découle donc de la formule de
LIOUVILLE. CQFD.

12.2.3. Théoréme (FLOQUET)
Pour toute valeur caractéristique A de (1) i1 existe une solu-
tion (éventuellement complexe) de (1) telle que, pour tout telR,
X(t+T) = X x(t) ; on dit que x est une solution pseudo pério-
dique de (1). Si A est réel, alors x peut étre choisie réelle.

Preuwve : Soit Z(t) = Z(t,o0), et M = Z(T) 1la matrice de monodromie cor-

respondante. Soit A une valeur caractéristique de (1) : c'est une valeur

propre de M ; i1 existe donc xo & c" tel que Mxo =Axo . Si A est

réel, on peut choisir x, réel. Il suffit alors de poser x(t)=Z(t)x, .

En effet, comme Y(t) = Z(t+T,T) est une solution (matricielle)de (I) d'

aprés la remarque fondamentale, et que Y(0) = Id = Z(0) on a donc, par

unicité des solutions de (I) que Z(t+T,T) =Z(t,0) pour tout te R .

Dés Tors x(t+T) = Z(t+T,0) xo = Z(t+T,T). Z(T,0) x4 = Z(t,0) . A xo =2x(t) .
CQFD.

12.2.4. Corollaire
~ L'équation (1) admet une solution périodique non nulle si et
seulement si 1 est une valeur caractéristiques de cette équa-
tion.
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Prewve .: La condition est nécessaire, puisque, si x est une solution T-pé-
riodique non nulle, sz(O) = Z(T,0) x(0) = x(T) = x(0) # 0 puisque x n'
est pas la solution nulle (9.2.3.), ce qui montre que 1 est une valeur
propre de MZ . La condition est suffisante d'aprés le théoréme de FLOQUET.

12.3. SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATIONS AVEC SECOND MEMBRE

12.3.1. Equation adjointe de 1'équation (1) : On appelle équation différen-
tielle linéaire adjointe de 1'équation (1) x = A(t)x T1'équation

(1%) % = - TA(t) x

On montre facilement (voir exercice 9.E.4.) que X ‘est une matrice fonda-
mentale de solution de (1) si et seulement si tX'1 est une matrice fon-
damentale de solution de (1¥). En particulier si Z(t;to) est une résol-
vante de (1), alors Z(ty,t) est une résolvante de (1¥).

12.3.2. Considérons une équation différentielle linéaire avec second

" membre (2) & = A(t)y +b(t) , et supposons que les fonctions A et b
soient périodiques, de méme période T . Soit (1¥) : X = -tA(t)x ]‘équa-
tion adjointe de 1'équation homogéne associée & (2). Voici un critére d'
existence d'une solution périodique de 1'équation (2) ; (.,.) désigne

le produit scalaire usuel sur R" .

12.3.3. Théoréme -
L'équation T-périodique (2) : y = A(t)y + b(t) admet une solu-
tion T-périodique si et seulement si, pour toute solution T-=pério-

dique x de (1¥): x = agt)x o, ona f (x(s),b(s)ds =0 .
o ‘ :
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Prewve : Soit Z(t) = Z(t,0) 1a résolvante de (1) : x = A(t)x . D'aprés
(9.E.5.) 1a solution de (2) issue, pour t =0 , de X, est ega]e a

x(t) = Z(t) [xo + [ 771 (s) b(s) ds] . D'aprés 1la remarque fondamentale
elle est per1od1que 8 et seu]ement si Xo = Z(T) [xo + f ya (s)b(s) ds] ,
ou encore (Z~ (T) - Id) x4 = f yA 1(s) b(s) ds . En d" © autres termes,
1'équation (2} admet une solutidn T—per1od1que si et seulement si Te vec-

teur v=: (7 (s) b(s) ds appartient & 1'image de 1'application 1iné-
aire ¢ de fatrice A (T) -Id . Or, si ¢* désigne 1'application
adjointe de ¢ ,ona Im¢ = Ker ¢* ; le vecteur v appartient donc

a T'image de ¢ si et seulement si i1 est orthogonal & tous les vecteurs
du noyau de ¢* , ou encore, pour tout ee R" , si ¢*(e) = 0 [H] , alors
(vie) = 0 [C] . Réexprimon§ la condition [H] : ¢%(e) = 0 équivaut a
tz7T) - 1d) e=0, clest-a-dire tZ71(T) e=e ; 1a condition [H]
signifie donc que la solution x(t) = tZ'l(t) e de 1'équation (1%) est
T-périodidue '

=

Reexpr1mons a présent la cond1t1on [C] :

0=(v,9 = ( fz (s) b(s) ds; € = [ (Z~ (s) b(s),e) ds
° :

= fd(b(s)’ t,1 (s) e ds ='fo(x(s),b(s)) ds , en notant & nouveau x(t)
1a solution tZ-’l(t)e de  (1¥) issue de e . o
Finalement, 1a condition que, pour tout e, "si [H] alors [C]"
équivaut bien au fait que [ (x(0),b(s))ds = 0 pour toute solution T-pé-
" riodique de 1'équation (1“).o ’ ~ CQFD.

12.E. EXERCICES

12.E.1. Propriétés de l'exponentielle d'une matrice exp A = Z An/n|
o n=0
En multipliant ou dérivant terme 3 terme et en ut111sant 1"

indication entre crochets, &tablir les propriétés suivantes de exp A :
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12.E.2.
(i) Si AB =BA, alors (exp A)B = B exp A [A"B = BA™
(ii) Si AB =BA, alors exp A exp B = exp (A+B)
[ps;'oo qogo ) n°=°o p+§=n ; Cﬁ:“‘_-z!ﬂ—q_!_]
(1) exp (SAS™)) = S(exph) 571 [(sas™h)" = saMs™14
(iv) ~d(exp TA) / dtr= A(exp TA)

12.E.2.  Montrer le lemme 12.1.4.
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13, STABILITE DES CYCLES

Ce dernier chapitre est consacré a un théoréme permettant de
voir si une solution périodique d'un champ de vecteurs de R% est asymp-
totiquement stable. La preuve de ce théoréme nous aménera a utiliser la
plupart des techniques que nous avons mises au point dans les deux parties
de ce cours consacrées a la théorie qualitative et & la linéarisation. Rap-
pelons que si X = (X1, ... Xn) est un champ de vecteur sur R" , 1a

divergence div X de X est le champ scalaire défini par

n
div X = )} 3X;/3%;
i=1

13.0. THEOREME
Soit Yo : R = R? une solution T-périodique (T > 0) , non
constante,d'un champ de vecteur X , %3” sur un ouvert de
R% . Si éyo div X dt < 0 alors ?: est asymptotiquement stable.

13.1. L'APPLICATION DE PREMIER RETOUR ™ , DE POINCARE

13.1.1. Soit Mo = Yo(0) un point de 1'orbite To = Yo(R) de la solu-
tion périodique. L'objet central de 1a preuve du théoréme est 1'applica-
tion de premier retour r , ou application de POINCARE, qui se définit
géométriquement de la maniére suivante:
soit T un segment contenant M, dans
'son intérieur et transverse au champ X
c'est-a-dire un segment nulle part tan-
gent 3 X . Par hypothése, la solution
issue de My recoupe T aprés un témps
T, et au point M, . Si un point M
quelconque de Tt est suffisamment prés de My, , 1'orbite de M recoupe
T en un point T(M) (éprés un temps approximativément égal @ T si 1 est
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petit). Le point w(M) s'appelle le point de premier retour de 1'orbite
de M .Nousnmntréronsquesi T est suffisamment petit, sous les hypothé-
ses du théoréme, le premier retour m(M) est défini pour tout Me T .
Nous obtenons alors une application m: 1>t , Mw 7(M) , appelée
application de POINCARE. Evidemment M, est un point fixe de = . S'il
est le seul, et plus précisément si n"(M) =7y ... 'm(M) tend vers M,
quand n tend vers 1'infini, cela montrera que toute solution de X is-
sue de T spirale en se rapprochant de T, et tend vers T, quand t
tend vers + o Yo est donc asymptotiquement stable.

Afin de montrer que w est définie , et de pouvoir calculer
Tim wn(M) » nous allons donner une expression de w en termes de fonc-
tions connues.

18.1.2. Comme la solution vy, issue de M, est définie sur tout R s
il existe un voisinage U de M, pour lequel toute solution issue de U
est définie sur [0,T] au moins, puisque le systéme dynamique local ma-

ximal ¢ associé @ X (7.2.4.) a un ouvert domaine. Soit

® : U-=R?* 1'application définie par jrgziiufjgz;:;;-7(voir figure).
Quitte & restreindre U on peut supposer qu'il existe un' difféomorphisme
"y =Ax) défini sur U par lequel Te champ X se redresse (7.3.5.) sur
le champ y, = 1, &2 =0 . Soit a présent T un segment ouvert quelcon-
que de R? , transverse au champ X , et contenant M, (on précisera

le choix de T ultérieurement). Comme U est un ouvert de redressement
on peut, quitte & réduire encore U » définir la projection p : U~ 1 qui
a tout point N de U associe sa "projéction sur t le long des trajec-
toires", c'est-a-dire 1'intersection du ségment de trajéctoire de N con-
tenu dans U avec le segment <t . En notant ®|t la restriction de @
au segment T , on voit que m = p °d|T » qui est définie sur un voi-
sinage (dans T ) de M, .

r)fa_.ﬁ _____ . Y(T)
; TCONG F T
yeM) =
E43
y(p(N) y(N)
V {----.{---.-J




- 136 -
13.2.1.

13.2. CALCUL DE LA DERIVEE _ T'(M,)

13.2.1. Rappel : Nous avons vu (11.2.) que Jac ¢(t,My) est la matrice
résolvante Z(t,0) de 1'équation aux variations x = Jac X(YO(t)).x
associée d la solution vy, . En particulier Jac ®M,) = Z(T,0) . Ceci

va nous permettre de montrer que, sous les hypothéses du théoréme, on a

[m' (Mo)] <1 . Notons que 1'équation aux variations est périodique puis-
que Yo est périodique ; Jac ®(M,) est précisément la monodromie de cette
équation linéaire périodique.

13.2.2. Proposition
Le produit des valeurs propres de Jac ®(M,) est &gal a 1'expo-

nentielle de éYo div X

Preuve : Le produit des valeurs propres de Jac ®(Mo)(= Z(T,0)) est égal

au déterminant de Z(T,0) , c'est-a-dire la valeur W(T) du Wronskien

(6.4.) de 1'équation aux variations de vy, , & 1'instant t =T . Or, d"

aprés la formule de LIOUVILLE (6.4.5.), W(T) est égal a 1'exponentielle

de [ Trace (Jac X(yo(t))dt , c'est-a-dire, précisément 1'exponentielle
()

de 'gGYo div X dt . CQFD.

13.2.3. Proposition
X(My)(= Yo(0)) est un vecteur propre de Jac ¢ , associé & la

valeur propre 1

Preuve : Comme Yo est une solution de X , c'est-a-dire une solution
de 1'équation autonome X = X(x) , pour tout h €JR , la fonction
yh(t) = yo(t+h). est aussi une solution de X (voir la remarque fonda-
mentale 7.1.8.). Comme X est &> ., i1 en est de méme de v h
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at Yh(t) = X(Yh(t))

. 9 d .~ _ 23 oy = 2
A présent = | T h T 55' h=o X ° v, = Jac X(vo) . 5h | h=o Yh

3 9 .

or 3| heo () = 3| g To(E40) = Fo(t)
- 9 . : iy

et de méme 3 | h=o Yh(t) = g%l h=o Yo(t+h) = vo(t)

d'ol o Tolt) = dac X(va(t)) - Fo(t)

En d'autres termes vyo(t) est une solution de 1'équation aux variations
associées & vy, , d'ol '

Jac (M) - Yo(0) = Z(T,0) » o(0) = 7(T) = 7(0)

la derniére égalité résultant du fait que y , et donc § » est T-pério-
dique. Enfin, comme M, = y(0) n'est pas un point stationnaire,
X(Mo) = vo(0) n'est pas nul. CQFD.

13.2.4. Remarque : Le rappel (13.2.1.) et la preuve des deux propositions
précédentes ne font pas usage du fait que la "variété ambiante" est R? :
ces propositions s'appliquent donc également pour le cas d'un cycle o

d'un champ sur une variété VN qué]conque.

13.2.5. Lemme
Sous les hypothéses du théoréme, et pour un choix convenable de
T ,ona 0<a'(M) <1
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13.2.6.

Preuve : Par hypothése, 6Y div X < 0 ; ceci entraine d'aprés la premiére
proposition, que le produit des valeurs propres de Jac ¢KM ) est stricte-
ment compris entre 0 et 1 . D'aprés la seconde proposition 1'une de ces
valeurs propres est égale & 1 . Pour la seconde, X , ona donc 0<A<1.
En particulier X\ est distinct de la valeur propre 1 ; i1 existe donc un
vecteur propre v , indépendant du vecteur propre X(Mp) , associé a la
valeur propre A . On choisit T de fagon que 1'espace tangent TM0 T
soit engendré par v . Ainsi, DQLT(MO) Ty, T TM T est &gal a la mul-
tiplication par A DQIT(MO)[aVo] = A(ave) . Par ailleurs, la projection
p étant égale a 1'identité sur T , on en déduit que Dp(Mo) : R?* - TMOT
est égal & 1'identité sur les vecteurs Vv = avy de TMOT . Comme

=po <I>|T ,onadonc m (M) v=D(po ®|T)(Mo) [v] =
= Dp(Mo) [D@IT(MO) [vl 1 = Dp(Me) [Avl = Av . D'ol m'(M) =x . CQFD.

13.2.6. Remarque : 11 est facile de voir que si 1'on choisit un segment
transverse T différemment que dans la preuve du lemme, 1'application de
POINCARE 7 =p o @l% correspondante est conjuguée & 1'application

que nous avons choisie (i.e. 11 existe un d1ffeomorphisme

h : (TMo) ~ (T.Mo) tel que homoh ) , et, donc

T (Mo) = h'(Mg) . ' (Mo) Ny )lﬂ "(Mp) . h'(Mo) .(h'l)'.(Mo)

(G1(1, R) est commutatif !) et donc T (Mg) = m'(Mo) . I1 n'est donc

pas indispensable de procéder au choix de Tt , comme nous 1'avons fait
dans un souci de simplification du calcul de m'(Mo) .

L

13.3. PREUVE DU THEOREME

D'aprés le lemme, |7'(Mo)| =A <1 . Ona donc, pour M, suf-
fisamment voisin de My , |m(M)-m(Mo)| < k |[M-Mo| , avec X <k<1l.
Comme m(Mo) =M, , on en déduit qué

(1) m(M) - M| <k (M- M)
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En d'autres termes, comme k <1 , il existe un sous-segement T de T
tel que 1'image par T de tout point de T appartient 3 T . Quitte a

réduire T & .1 , @nh peut donc supposer que m(T) € T . On peut donc

former les applications composées 172 =1 o 1 s eees T = To... of (n

fois) et, d'aprés (1), pour tout M et , on a
|7 (M) - Mo| < k Iwn-l(M) - Mo| d'ol, par récurence :

[7(M) = Mo| < K" M - M|

Comme |k| <1 , on en déduit immédiatement que Tim w(M) = Mo : toute
n
solution issue de Sat t = Sat U spirale donc vers vy, . CQFD.

Bpplectim:  Fowr € deffesammnt pekl 30, A ¢quachon
e Vo cloy Pof ¢ n #(%1)x 32 = O —echnib ume
o que Alahion pivioctgie,  Clle o ok agpmpho -
o 7m\m1’ nkalfe,




1.E. 1.

2.E.2.

3.E.1.

3.E. 4.

3.E.5.
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REPONSES DES EXERCICES

y=z+ § 2P/p(p-1) 5 R=1
p=2 - |

(1) non (ij) a, = (-1)n n! 3 (1‘1’1‘) R=0 : 1'équation
n'admet pas de solution définieen 0 ; (iv) en posant

y = dy/dZ et y =d?y?/dz? , (1) devient Zy+(1-Z)y =0
y2(1/Z) = ¢ "/n! =eZ 5 (v) non.

(i:}'=%(_g§”§ﬂ, y = az + bz2 , avec a,b€C .

[xi\' 4 (O 1 0\ /x:
X2| =3 0 1 1]lxa} 3 1 est une valeur pronre trip

X3

y= (atb+2c)z - (b+2c)z log z + cz (logz)® , avec a,b,c €C

Choisir r tel que ¢,(0) #0 3 avec o0 =5
zo' '+ (2r+ 22 ¢o'/90 + a1)o =0

on a

Yo(z) = ofo " = 1/(1-2)

y = (a+blogz)/ (1-z) , avec a,b€C

x = =((x-1)% +.y?)y
y = +((x-1)% + y*)y o~
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6.E. 2. f n'est pas localement lipschitzienne en (0,0) ;
¢n(t,x) = (-1)'?1:2 ; la suite (¢n) ne converge pas.

~
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X = 3x2/3 , qui constitue un exemple d'
d'équation différentielle admettant une
infinité de solutionstelles que

X(to) =0

5,1. yzz - ylz -1
7.E.6. = .
Zy Y2 = =2¥1 Y2

On notera que si on pose z

Xy +1Xa2 , Z, équivaut a
z=22+1 etpour Z =y, +iy, ,ona zZ=1 . Avec ces
notations I, @&quivaut a z ¥ ,et Iy equivaut a
Z=-1/1 .

Le champ X est complet car la sphére est compacte (voir le
théoréme de pro]ongément 7.2.7.).

s 7

8.E. 2. w+(p) est Ta réunion des déux trajectoires droites (horizon-
tales) : i1 n'est ni compact, ni connexe. '

9.E.10.1. X a('l?'ri/t) + b(t/2+1 - (t+1)(log|t+l])/t avec a,be R

9.E.10.2. x = e%(a + b t?) , avec a,b € R



9.E. 10.

’\ 10.E.1.

10.E. 2.

10.E. 3.
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y = (a1 + 1/az)y -apaz y

(2,4) est un noeud, (-1,1) est un col.
(1,1) est un foyer, (-1,1) est un col.

/

(2,1) est un col, (2,-1) est un noeud.
la droite x = 2 est saturée.

) (0,0) est un centre.

i) 1/2 - t2/8 5 iii) y2+x=CeX41y2

iv) L(x,y) = ezx‘(y2 +x = 1/2) : (0,0) est positivement et
négativement stable au sens de Lyapunov mais pas asymptotique-
ment (voir 8.E.3.). -
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noeud stable
foyer stable
centre (iv)

1 foyer instable
noeud instable.
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