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CM11 : Factorisation dans Z/pZ [z]

On souhaite décomposer un polynéme F(z) en produit de facteurs irréductibles dans Z /pZ [x].
Pour la simplicité de 'exposé on supposera F'(x) sans facteur multiple, on peut toujours se ra-
mener & ce cas (voir le TP 8), un critére simple est donné par le lemme suivant :

Lemme : soit £ un corps et F(x) un polyndéme dans k[z|, F(x) est sans facteur multiple
si et seulement si pged(F(x), F'(x)) = 1.

On peut démontrer que
Proposition : L’application B : g(z) — ¢*(z) — g(xz) (mod F(z)) de Z/pZ [x] /(F(x)) dans
lui-méme est une application linéaire.

et si la décomposition de F(z) en produit de facteurs irréductibles est Fi(z) X -+ X Fi(z)
ou les Fj(x) sont irréductibles et premiers entre eux puisque F'(x) est sans facteur multiple
Théoréme : les éléments du noyau de B sont les solutions des problémes chinois :

g(x) =a; (mod Fi(x)), ..., g(z) =ar (mod Fy(z)) ou les a; € Z/pZ.

En particulier la dimension du noyau est k le nombre de facteurs irréductibles.

Un exemple dans Z /27 |z]

Soit F(z) = 2%+ 2° + 2* + 2® + 2? + © + 1 dans Z/27Z [z]

1. F(x) est-il sans facteur multiple 7 On calcule le pged(F(z), F'(x)) :

F'(z) =a*+ 2>+ 1et F(z) = F'(x)(2* + ) + 1 donc pged(F(z), F'(x)) = 1.
F(z) est sans facteur multiple.

2. On calcule la matrice de Papplication B dans la base 1, z, 22, 2%, x*, 2% de Z/2Z [z] /(F(z)) :
I'image de 1 est 0, celle de z est 22 — o = 22 + x, celle de 22 est 2* — 22 = 2* + 22,
celle de 23 est 2° — 23 (mod F(z)) = 2° +2* + 22 + 2 + 1,
celle de z est 2% —2*  (mod F(z)) = z* + z,
celle de z° est 2% — 2%  (mod F(z)) = 2° + 3.

Il est astucieux pour faire les deux derniers calculs de réutiliser le calcul précédent.
On a donc la matrice

000100
010110
B_ 01 1100
00 0O0O01
001110
000101
3. Il faut calculer une base du noyau de B. Les équations sont
( as = 0
a;+as+as = 0 as = 0
a1 + as + as = 0 . , . N . as 0
as _ o Quise réduisent au systeme libre a tay = 0
as +as +ayg = 0 a;+ag = 0
as + as = 0

\
Attention la réduction doit étre faite dans Z/27Z.

La dimension du noyau est donc 2 (défini par 4 équations indépendantes dans un espace
de dimension 6), on sait donc que F(x) est le produit de deux facteurs irréductibles.



Une base possible du noyau est formée du vecteur (1 0 0 0 0 0) qui correspond aux
constantes et qu’on retrouvera dans le noyau de B quelque soit le polynéme F(z) et du
vecteur (0110 10) qui correspond au polynéme g(z) = x* + 22 + z.

. On sait que F(z) divise g*(z) — g(z) = g(z)(g(x) — 1). En calculant les pged(F(z), g(z))
et pged(F(x),g(x) — 1) on obtiendra les facteurs irréductibles de F(x).

On calcule le pged(F(z), g(x)) :

P+ttt + 1=+ + o) (P + o)+ 2P+ 1
i tr=(4+r+ 1)z +0

Donc pged(F(z), g(z)) = 2 + z + 1 et on a le premier facteur de F(z).

Pour obtenir le second facteur on peut calculer le pged(F'(z), g(x) — 1) mais il est plus
simple de diviser F'(x) par le premier facteur trouvé :

S+ttt + 2+ +1= (2 +2+1)(2® + 2%+ 1) et on a la décomposition de
F(x) en facteurs irréductibles.



