UNIVERSITE DE NICE SL2M
2010-11 ALGEBRE 2

Feuille 6

Exercice 1. Soit 'application linéaire f de R3 dans lui-méme définie par
R* — R?
(:L“, Y, Z) = (_Za Z, y)
Montrer que f est orthogonale. Calculer le déterminant de f. Montrer que f = po o ou p est
une rotation dont on donnera ’axe D et o la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel
P =D+

Exercice 2. Soit I’application linéaire f de R? dans lui-méme qui, dans la base canonique de R3,

-4 0 =2
a pour matrice 0O 1 O . Peut-on trouver une base de R? dans laquelle la matrice de f
5 1 3

soit diagonale ? Peut-on trouver une base de R? dans laquelle la matrice de f soit triangulaire ?

Exercice 3. Soit une application linéaire f de R™ dans lui-méme qui, dans une base de R", a
pour matrice A.

a) Montrer que le polynéme Py(x) = det(A — xI) ne dépend pas de la base choisie pour exprimer
f ( Py est le polynome caractéristique de f ).

b) Soit I'application linéaire f de R? dans lui-méme et notons Py(z) = asx? + ayx + ag. Montrer
le résultat suivant (Théoréeme de Cayley-Hamilton)

as(fof)+arf+apl =0

c) Généraliser cet énoncé lorsque f est une application linéaire de R? dans lui-méme et le démontrer

—1 —2

dans le cas oll f est diagonalisable. Utiliser ce résultat pour calculer A3 lorsque A = [ —1 %
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Exercice 4. Soit 'application linéaire f de R? dans lui-méme qui, dans la base canonique de R3,
-1 1 0
a pour matrice A = 0 -1 1 . Déterminer le le polynome caractéristique de f. Peut-on
1 0 -1
trouver une base de R? dans laquelle la matrice de f soit diagonale ? Peut-on trouver une base de
R? dans laquelle la matrice de f soit triangulaire ?

Exercice 5. On se donne deux réels a et b et on considere la suite de réels (u,)n,en définie par la
donnée des deux premiers termes ug et u; et par

Upto = AUy y1 + bu, pour n entier.

Pour n entier naturel, on consideére le vecteur U, de coordonnées (uy,u,1). Vérifier que pour
0
b
Fibonacci. Traiter le cas a = 1, b =1, ug = 1, u; = 1. Trouver une base de R? formée de vecteurs
propres de A. Donner un équivalent de u,, quand n tend vers +oc.

Exemple : traiter le cas a = 1, b = —}1, up = 1, u; = 0. Montrer qu’il existe un réel A tel que la
matrice N = A — M\, vérifie N?> = 0. Donner un équivalent de w,, quand n tend vers +oo.

n entier naturel on a U, ; = AU, ou A est la matrice A := ( . Exemple : la suite de



